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1. 


Dilucidationes de aequationum differentialium vulga- 
rium systematis earumque connexione cum aequatio- 
nibus differentialibus partialibus linearibus 
primi ordinis. 

(Auct. ©. @. J. Jacobi, prof. ord. math. Regiom.) 





Introduetio et Argumentum. 
1. 


Calcalum differentialium partialium d’Alembertus et Eulerus invenere. 
Cuius primum problemata particularia quaestionum physicarum oblata occa- 
sione tractavere. Mox vero Eulerus universum illum Calculum ad examen 
rigorosum vocat, quid in singulis eius partibus praestari possit, quid desi- 
deretur exponit eaque ralione novam format disciplinam. Cui ille fere totum 
Tomum tertium institutionum Calculi Integralis dicavit. In tam nova re 
haud minimum impedimenti quaestioni inerat de classificatione idonea, quid 
pro primo quid pro secundo statuendum esset, quid simplex quid complica- 
tius; nam ubi tot obstabant difficultaies inextricabiles magnum habebatur 
alias reducere ad alias quae licet et ipsae invictae leviores tamen viderentur. 
Eulerus putabat non ordinem differentialium partialium quae aequationes 
propositas ingrediuntur genuinum classificationis consüluere criterium, nam 
ordinis secundi aequatio physico problemate oblata omnium prima soluta 
erat; non gradum aequationis, nam erat ei amplas aequalionum non linea- 
rium classes solvendi copia dum aequationum linearium vel primi ordinis et 
inter tres variabiles solutionem non in potestate habebat. Praetulit ille eam 
divisionem tractationis aequationum differentialium partialium quae e numero 
variabilium petitur. Qua de re aequationes secundi et tertii ordinis inter tres 
variabiles tractavit antequam aequationes primi ordinis inter quatuor variabi- 
les aggressus est quas etsi lineares sint difficiliores aestimavit. Sane fieri 
potest ut aliquando aequationum differentialium partialium altiorum ordinum 
natura melius perspecta Eulerum inveniamus in hac re non tam a vero aber- 
ravisse siquidem problematum solutionem ad finem ducere proponitur neque 
Crelle's Jvurnal d.M. Bd. XXIII. Hit. 1- 1 
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acquiescimus earum reductione ad alia et ipsa inextricabilia. Illo autem 
tempore siculi fere nostro aequationes differentiales partiales pro solutis 
habebantur simulac earum reductio ad aequationes differentiales vulgares 
contigerit, et hoc quidem respectu Eulerianam classificationem novimus 
valde erroneam esse. Nam pro aequationibus differentialibus partialibus se- 
cundi et tertii ordinis vel inter tres variabiles eam reductionem ad aequatio- 
nes differentiales vulgares diffieillimam ae plerumque impossibilem etiam nune 
reputamus, reductio aulem aequalionum differentialium partialium primi ordi- 
nis inter quemlibet variabilium numerum constat. (Quin etiam, si aequatio 
differentialis partialis primi ordinis est linearis, eius reductio ad aequationes 
differentiales vulgares hodie ad prima elementa refertur, dum ea reductio 
pro aequationibus differentialibus partialibus primi ordinis non linea%us 
quamvis praestari possit materies tamen diffieilis et profunda censeri debet. 
Quocirca eliam hoc pro progressu in hac theoria habere debemus quod di- 
stinguere solemus inter aequationes differentiales partiales lineares et non 
lineares, quam distinctionem in Euleriano Öpere non invenimus. Quippe 
qui aequaliones inter quantitates, 

RE 

ka .; 

distinguebat numero harum quantitatum quem aequatio proposita involvit 
primum de aequationibus quaerens solum alterum differentiale implicantibus, 
deinde de iis quaerens aequationibus quae praeter utrumque differentiale 
nullam vel unam vel duas vel omnes tres variabiles x, y, %& implicant. 
Quarum quaestionum primam, secundam, tertiam generaliter absolvit; quar- 
tam nonnisi pro aequationibus linearibus et quae ad eas revocari possunt; 
quintam nonnisi plurimis luculentis exemplis illustravit. Generaliter Kulerus 
reductionem praestitit quoties ad aequationem differentialem primi ordinis 
inter duas variabiles fieri potuit neque consideratione systematis plurium 
aequationum differentialium vulgarium simultanearum indigebat. Illa autem 
exempla ab eo ita exhausta esse videmus ut postea ill. Lagrange nonnisi 
unum vere novum addendum invenerit.*) 

Ill. ZLagrange (Acad. Ber. a.1779 p. 152 — 160) aequationum dif- 
ferentialium partialium primi ordinis linearium solutionem, hoc est reductio- 
nem ad aequationes differentiales vulgares primum obiter et adumbrata tan- 
tum demonstratione dedit. De illa demonstratione pretiosa alio loco mihi 


’ 





*) Acad. Derol, a, 1772 py. 566. 
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agendum erit. Aliam postea dedit demonstrationem in Commentatione, 
„Methode Generale pour integrer les equations aux differences partielles 
et du premier ordre, lorsque ces differences ne sont que lineaires,” 
(Acad. Ber. a. 1785 p. 174—190)*). Sed quaeri possit quidnam ea re- 
ductione alterius problematis ad alterum lucremur. Diei solet aequationes 
differentiales vulgares per series infinitas integrari posse, sed idem valet 
de aequationibus illis differentialibus partialibus. Quae etiam melius per se- 
ries infinitas directe solvuntur, cum intervenientibus aequationibus differen- 
tialibus vulgaribus post earum integrationem per series infinitas effectam in- 
super adhuc resolutiones aequationum molestissimae vel eliminationes inex- 
tricabiles poscantur. Quid? quod methodus generalis aequationes differen- 
tiales vulgares per series infinitas integrandi serie Tayloriana nititur, series 
autem Tayloriana ipsa nil est nisi aequationis differentialis partialis solutio per 
seriem infinitam. TTentando autem per Multiplicatores investigandos integratio- 
nem finito terminorum numero constantem, e contra aequationes differentiales 
vulgares ad aequationem differentialeım partialem linearem primi ordinis revo- 
cantur. Methodi porro particulari problemati solvendo idoneae perinde ex ip- 
sius aequationis diflerentialis partialis propositae indole atque ex aequationibus 
differentialibus vulgaribus peti possunt. Nec minus omnia quae spectant 
solutionis generalis naturam, eius inventionem e solutionibus particularibus, 
simplificationem per solutiones parliculares iam inventas, eadem facilitate 





#*) Observat Cl. Lacroixs (T. II. p. 548), quamvis ill. Lagrange revocaverit et 
aequationes differentiales partiales primi ordinis non lineares inter tres variabiles ad 
alias lineares inter quatuor et has ad aequationes differentiales vulgares, reducticnem ta- 
men aequationum differentialium partialium primi ordinis non linearium inter tres varia- 
biles ad aequationes differentiales vulgares non ei sed Geometrae Charpit tribuendam 
esse. Quod qui lentum ingenii humani progressum ignorat facile mirari possit; nam qui 
utrumque invent tA=BetB=f(, ei vindicari posse videtur inventio esse A=(". 
Sed ill. Layrange ıpse illam afliırmare videtur sententiam; postquam enim alteram in- 
ventionem iam a. 1772, alteram a. 1779 fecerat, tamen a. 1785 in Commentatione citata 
pro re impossibili habuit quod de ipsius inventionibus tanta facilitate demanat. Etenim 
l. c. p. 188 aequationem, 

., 02 02% 
) 


in qua A et Y datas quaslibet ipsarum x, y, % functiones designant, generaliter ait 
non integrabilem esse per ullam methodum cognitam, supponendum esse cos — Ü 
ut linearis evadat ideoque per methodos ab eo traditas ad aequationes differentiales 
vulgares revocari possit. Si Commentatio iuvenis praematura morte abrepti a. 1782 
Academiae Parisiensi communicata per tot discrimina rerum adhuc conservata est, op- 
tandum est ut Cl. Liowville eam in insigni cuius publicationi praeest Diario Mathema- 
tico collocare atque e scriniis academicis resuscitare velit 





1 * 
7 








4 1. 0.6. J. Jacobi, Dilucid. de aequat, diff. vulg. system. 


ex ipsis aequationibus differentialibus partialibus concluduntur, nullis aequa- 
tionibus differentialibus vulgaribus intereurrentibus. Quod non dico ut in- 
signi invento aliquid detrahatur, quod suo tempore celeberrimum erat ut 
quod rem in aprico posuit de qua ipse Kulerus desperavit. Quod hie ab 
ill. Lagrange praestitum esse videmus, id semper in rebus mathematicis 
summum erit, vinculum atque connexionem invenire problematum. Quam- 
quam quod alterius ad alterum reductionem attinet, modo illud ad hoc modo 
hoc ad illud revocare conveniet. Qua de re mirari non debes quod in hac 
Commentatione cum mihi disserendum esset de habitu atque natura aequationum 
quibus integrantur aequalionum differentialium vulgarium simultanearum syste- 
mata, ratius esse duxi ab aequationibus differentialibus partialibus linearibus 
primi ordinis proficisci harumque solutioni contra Analyticorum usum jllarum 
integrationem superstruere. Quainre ill. Cauchy mecum consentire videtur. 

In aequationibus differentialibus vulgaribus simultaneis plures varia- 
biles pro earum unius functionibus habentur, in aequationibus differentialibus 
partialibus una variabilis est functio aliarum plurium a se independentium. 
Functiones unius pluriumve variabilium independentium etiam variabiles de- 
pendentes vocamus. Aequaliones ab omnibus differentialibus vacuas quibus 
aliae variabiles ab aliis pendent voco aequationes finitas. Quo facilius ipso 
sermone intelligatur utrae innuantur aequationes differentiales, integrari dixi 
aequationes differentiales ubi sunt vulgares, solve ubi sunt partiales. Ex 
aequationibus integralibus autem eas pro ceteris distinxi iisque Integralum 
nomen imposui quae differentiatae per aequationes differentiales vulgares 
propositas identicae fiunt, nullis in auxilium vocatis aequationibus finitis. In- 
tegrationem functionis unius variabilis, sicuti saepius quamvis improprie fit, 
appellavi Quadratarum. Differentiale functionis plurium variabilium quae 
inter differentiandum omnes pro earum unius functionibus habentur differen- 
tiale completum dixi, quo distinguatur a differentiali partiali sive unius re- 
spectu variabilis ita sumto ut reliquae inter differentiandum pro Constantibus 
habeantur. Differentiationem vulgarem symbolo indicavi 

d, 
dum differentiationi partiali symbolum 
ö 

adhibui. Si certae variabilium independentium funciiones ipsae pro varia- 
bilibus independentibus sumuntur earumque respectu differentiationes partia- 
les instituuntur, haec nova differentialia partialia uncis inclusi ut a differen- 
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tialibus partialibus variabilium independentium propositarum respectu sumtis 
distinguerentur. | 

In hac Commentatione saepius de functionibus atque aequationibus 
a se independentibus sermo est. De quibus haec adnoto, Functiones plu- 
rium variabilium a se independentes sunt si nulla inter eas locum habet 
aequatio identica ab ipsis variabilibus vacua. Si functiones plura implicant 
quantitatum systemata, «a, a, etc., D, b, etc., eas öpsarum a, a, etc. respectu 
a se independentes dico, si nulla inter functiones eas aequatio extat iden- 
lica ab omnibus 4, a, etc. vacua, quamvis quantitatibus db, db, etc. aflecta. 
Si habentur m funcliones 2 quantitatum a, a, etc. respectu a se independen- 
tes, fieri debet n> m, ac semper e numero quantitatum a, a, etc. dabuntur 
m quae per reliquas ipsasque = functiones exprimi possint, unde semper 
etiam loco m quantitatum a, a, eic. ipsae m functiones pro variabilibus sunni 
possunt independentibus, quas tamen m quantitates ex ipsarum a, a, etc. 
numero non semper ex arbitrio eligere licet. Aequationes m inter n quan- 
titates a, a, eic. propositas a se independentes dico eas quarum ope possunt 
m e quantitatum a, a, etc. numero per reliquas quantitates quas aequationes 
implicant determinari. Ex illis igitur aequationibus non fieri potest ut omnes 
simul quantitates a, a, etc. eliminentur atque aequatio proveniat inter alias 
yuas aequationes implicare possunt quantitates 5, b, etc. ab omnibus a, a etc. 
vacua. Vide de his rebus Comm. „De Determinantibus functionalibus” 
Diario Crelliano Vol. XXI. Fasc. IV. insertam. 

Est Propositio gravissima Calculi Differentialis, functiones aequatio- 
nibus differentialibus determinatas semper plures involvere posse variabiles 
quam aequationes differentiales quibus determinautur. Quae variabiles illis 
quas aequationes differentiales implicant accedentes vocantur ab Analyticis 
Constantes arbitrariae, Coustautes scilicet quia earum variabilitatis in aequa- 
tionibus differeutialibus propositis respectus non habetur, atque Arbitrariae 
quippe quae ad eas non pertinent quantitates constantes quae ipsas aequa- 
tiones differentiales afficiunt propositas. Quamlibet autem quantitatem aequa- 
tiones differentiales ingredientem pro Constante habemus quamvis alias va- 
riabilem, Cuius respectu in iis quidem aequationibus nulla differentiatio in- 
stituitur. Eiusmodi Constaus ipsas quoque functiones per integrationem de- 
terminandas aflicit, sed quamvis sit indefinita non vocabitur arbitraria quia 
in functionibus quaesitis ei non valor arbitrarius sed idem ei valor suppe- 
tit alque in aequationibus differentialibus propositis. 
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Si x variabilium independentium &,, &, .... X, functio est, genera- 
lius diei potest quantilatum ©, 2, ....z, unam quamlibet reliquarum functio- 
nem esse seu inter omnes extare aequalionem f=0. Qua de re functio- 
nis x loco quaeri potest illa functio f atque differentialium ipsius x parlia- 
lium loco introduci possunt functionis f differentialia partialia. Hac ratione 
ex aequatione inter variabiles z, 7, ....7, ipsiusque x differentialia partialia 
proposita prodit alia inter ©, X, .... 7, alque functionis quaesitae f diffe- 
rentialia partialia. Sed non necessarium erit ut ea aequatio per se spectata 
locum habeat sed tantum opus est ut valeat quoties inter ©, 2, »... £, 
habetur aequatio = 0. Cui incommodo obvenitur atque obtinetur aequatio 
differentialis quae nulla alia advocata aequatione finita, locum habere debet, 
si ponimus functionem quaesitam x involvere aliquam Constantem Arbitra- 
riam « atque aequatione, 


a Va, # .... DM), 


ipsius & respectu resoluta aequationem inter ©, X, .... x, quaesitam exhi- 
bemus per f=a, ipsa f Constante Arbitraria & prorsus vacante. Ex aequa- 
tione f=« sequitur, 








of 

1 x aa: or, 
Wr A 

Rr2 


quibus formulis substitutis oblinetur aequatio transformata. Quae cum ipsamı 
« non implicet etiam non advocata aequatione f=« valere debet. Nam 
hoc ut prineipium tenendum est, si ms aequationibus inter variabiles a, a, eic. 
aliasque d, db, etc. proposilis possint = quantitatum a, a, etc. per reliquas 
determinari, aequationem aligquam ab omnibus a, a, eic. vacuam necessario 
identicam esse. Nisi enim idenlica esset, aequationi inter solas variabiles, 
b, b, .... eo salisfieret quod aliae quantitates a, a, eic. eam aequationem 
non afficientes cerlis ipsarum d, 5, etc. functionibus aequantur, quod absur- 
dum est. Ita ubi inter z, 2, .... ©, atque functionis f differentialia par- 
tialia locum habet aequatio ex aequatione quidem f= « differentiatione de- 
ducta, ab ipsa autem « vacua, ea identica esse debet; neque enim alicui 
inter solas x, X, .... x, relationi eo satisfieri potest quod earum variabi- 
lium funetio novae quantitati & aequalur. 


Aequatio differentialis partialis linearis primi ordinis inter n-+1 va- 
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riabiles 2, 2, »... 2, forma gaudet sequente, 


0x X ex 
2. Z=A, dx, +4, CE .... +A, ,9 


OXn 





designantibus Ä, A, etc. ipsarum ©, 2, .... ©, functiones. Cuius solutio 
si ponitur dari aequatione f= «a, transformatur aequatio praecedens in hanc, 


öf ö d 
0X +ÄX, E3 PEN +AÄ, OXn 


cuius indolem facilius perspicere licet quam aequationis (2.). Semper ei 
aequationi satisfit ponendo f== Constans, sed eam inter soluliones non re- 
fero. Exceptionis tantum locum erit si unica adest variabilis ©, quo casu 











3. 0=X 


aequalio, 


of 


0X 
solam habet solutionem f= Constans, hoc est f vacuam esse a variahili , 
quamvis alias implicare possit variabiles quae in ea aequatione differentiali 
Constantium vicem gerunt. ÜUt indagatur natura solutionis maxime genera- 
lis qua aequalio (3.) gaudere potest proficisci debemus a propositione, quam 
nisi ut Postulatum ponere placet per series infinitas demonstrare_ licet, 
aequationem (3.) se n >0 omnino aliquam habere solutionem praeter Con- 
stantem. Hoc uno probato sive concesso demonstrari potest aequationem (3.) 
gaudere n solutionibus a se independentibus iisque inventis solutionem ge- 
neralem earum esse functionem arbhitrariam. 





== 0, 


Docet aequatio (3.), per aequationes quascunque finitas quae salis- 
faciant aequationibus differentialibus vulgaribus simultaneis, 
4. de:da ....:da, = ÄA:, ....:8. 

et per quas quanlilates, 

He. ap, 

‚TR Fe 
non infinite magnae evadant, evadere f Uonstanti aequalem. Qua Proposi- 
tione integratio systematis aequationum differentialium vulgarium simultanea- 
rum intime connectitur cum solutione aequationis differentialis partialis linea- 
ris primi ordinis. Aequando enim aequationis (3.) solutiones 2 a se inde- 
pendentes fi, f -«+- f„ Constantibus Arbitrariis @,, & »... &, obtinentur 


aequationes, 


. hu Rz :-.. hm 
quae sunt maxime generales quibus aequationes differentiales vulgares (4.) 
integrare licet. 
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Quamvis aequaliones (4.) tantum differentialia prima implicent, ad 
earum tamen formam revocari possunt aequationes differentiales vulgares 
differentialia cuiuscunque ordinis implicantes, ipsa differentialia praeter altis- 
sima quaeque pro novis variabilibus dependentibus introducendo. Quod 
immediate fit si ita comparatae sunt aequationes differentiales propositae 
ut differentialia altissima singula per ipsas variabiles atque inferiorum or- 
dinum differentialia exprimi possint, sive ut ex iis nullam deducere liceat 
aequatlionem ab omnibus simul differentialibus altissimis vacuam. Seilicet 
quoties aequationes differentiales vulgares revocari possunt ad formam se- 
quentium, 

d’z _ 4 d’y 

di? E di’ 

in quibus expressiones A, B etc. non altioribus afficiuntur ipsarum z, y etc. 

differentialibus quam respective (p—1)', (g—1)” ete., earum locum tenent 

aequationes differentiales primi ordinis forma aequationum (3.) gaudentes 
inter variabiles 1+p-+g + etc., 


4 dx es ee: en dy d’y day 
$) T, "dt die u...» pm’? dt b) dt: ...». da 


= Betc., 








eic. 





Quarum aequationes integrales maxime generales implicabunt Constantes Ar- 
bitrarias p+g + etc. Per differentiationes et eliminationes aequationes (6.) 
in alias (ransformare licet quibus eadem forma est sed aliis altissimorum 
differentialium ordo ita tamen ut altissimorum ordinum summa p-+4-- etc. 
immutata manent. Poterunt exempli gratia aequationes (6.) in alias trans- 
formari quarum una est aequatio differentialis (»-+g-+ ....)" ordinis inter 
x et #, reliquis autem ipsae variabiles y etc. per 


ne 
dx d Pr9 Tc 
"Eee". | >. 








L 2, 


exprimuntur. Dicere conveniet eiusmodi systems aequationum differentia- 
lium (6.) (p-+g-+ ....)" ordinis esse, qui systematis ordo idem erit atque 
numerus Constantium Arbitrariarum quibus aequationes integrales maxime 
senerales afliciuntur. Si aequationes differentiales propositae non per solas 
eliminationes ad formam aequationum (6.) revocari possunt, id semper per 
differentiationes advocatas praestari potest. Quae quales fieri debeant diffe- 
reutiationes sine magno negolio singulis casibus cognoscitur. Sed ea res 
per praecepta generalia non ita facile absolvi posse videtur; qua de re so- 
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lutio generalis problematis, sysiematis aequationum differentialium vulga- 
rium simullanearum ordinem determinare, adhuc in desiderio est. 

Aequationes (5.), quibus systema aequationum differentialium vulga- 
rium (4.) integratur, earum dieuntur aequationes integrales complefae, quas 
videmus affici 2 Constantibus Arbitrariis. At si dicitur aequationes inlegra- 
les completas esse eas quae n Constantes Arbitrarias involvunt, tacite sub- 
intelligendum est, non posse Constantes Arbitrarias ad minorem numerum 
revocari, aequationes idonee inter se combinando atque certas quasdam Con- 
stantium Arbitrariarum funetiones pro ipsis Constantibus Arbitrariis in aequa- 
tionibus transformatis introducendo. Aequationibus integralibus completis 
sic definitis semper Constantes Arbitrariae per variabiles ©, x, .... X, ex- 
primi possunt, sive iis conciliari potest forma aequationum (5.); simul functio- 
nes f fr - ++ An» resolutione aequationum integralium provenientes, solutio- 
nes erunt a se independentes aequationis differentialis partialis (3.). Neque 
ex aequationibus integralibus completis deduci potest aequatio finita ab 
omnibus Constantibus Arbitrariis vacua. Quae est magni momenti proposi- 
tio; quoties enim ab aequationibus integralibus completis profecti ad taleın 
pervenimus aequationem, tuto concludere licet eam identicam esse. 

Est gravissima propositio quae ex antecedentibus sequitur, unicum 
extare aequationum integralium completarum systema, ex eoque provenire 
alia omnia aequationum integralium systemaia, Constantes Arbitrarias quas 
involvit idonee determinando seu per alias Constantes Arbitrarias expri- 
mendo. Cuius rei singularibus tantum casibus exceptiones quaedam obvenire 
possunt, de quibus in hac quidem Commentatione non agam. Propositis igi- 
tur inter a1 variabiles n aequationibus finitis, ex his quidem varia syste- 
mata n aequationum differentialium vulgarium primi ordinis derivari possunt 
pro variis mutationibus quas per ipsas n aequationes finitas expressiones 
differentiationibus prodeuntes subire possunt, atque varia illa aequationum dif- 
ferentialium systemata complete integrabuntur aequationum finitarum systematis 
maxime inter se diversis. Fieri tamen debet, ut illa aequationum finitarum sy- 
stemata quamvis inter se diversa in ipsas aequaliones propositas simul omnia 
redire possint, Constantes Arbitrarias quas involvunt idonee determinando. 

Cum rn Constantium Arbitrariarum quas aequationes integrales com- 
pletae involvunt functiones n quaecunque a se independenies pro ipsis Con- 
stantibus Arbitrariis sumi possint, caeteris memorabilis est electio Constan- 
tium Arbitrariarum quae variabilium ©,, 2, .... X, aequales sunt valoribus 

Srelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 1. 2 
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initialibus ©), 22 .... 7, ipsi 2x” respondentibus. Proveniunt ea ra- 
tione n aequationes inter duo quaecunque systemata valorum simultaneorum 
variabilium, ©’, ©) .... ©, atque ©, ©, .... 2„, quorum alterum si valores 
znitiales appellavimus, alterum valores finales vocare licet. Aequationibus 
integralibus completis ita expressis, in unaquaque aequatione quantitates 7, 
Ui eo... 2, respective cum &°, X »... ©, commutare licet, quippe qua com- 
mutatione aut aequatio immutata manebit aut in aliam abibit quae et ipsas 
ad aequationem integralium completarum systema pertinet. Sunt duae ma- 
xime formae quibus aequationes integrales completae proponi solent, sive 
funetiones solarum variabilium exhibentur quae Constantibus Arbitrariis aequa- 
les fiunt, sive variabiles omnes per earum unam atque Constantes Arbitrarias 
exprimuntur. Molestae in genere requiruntur eliminationes ut altera forma ex 
altera eruatur. Quoties autem Constantes Arbitrariae sunt ipsi variabilium va- 
lores initiales, omnino nulla eliminatione opus est, sed sola illa variabilium 
cum valoribus earum initialibus commutatione altera forma in alteram abit. 

Antecedentibus supponitur indefinitum manere ipsius x valorem x’ 
cui variabilium z,, 2, .... x, valores initiales respondent. ‚Quod si poni- 
mus, implicant aequationes integrales Constantes Arbitrarias n +1 ideoque 
numerum uniltate maiorem quam completa integratio poscit. Nihil autem im- 
pedit quia aequationes integrales quemeunque Constantium Arbitrariarum 
numerum involvant, quas in singulis quidem aequationibus nullo modo ad 
minorem numerum revocare liceat. Quamquam constat si cunclae simul 
considerentur aequationes integrales, semper iis eam conciliari posse formam 
in qua Constantes Arbitrariae ad numerum revocari possint ipsum 2 non 
excedentem. Memoratu autem dignum est, eam aequalionum integralium for- 
mam, qua variabiles omnes per earum unam exprimuntur, ita comparatam 
esse ut singulae aequationes non plures quam n Constantes Arbitrarias in- 
volvant, vel si plures involvere videantur, semper eae ad numerum ipso n 
non maiorem revocari possint. Expressa enim x, per x et Constantes Ar- 
hitrarias, sane patet Constantium Arbhitrariarum non fieri posse reductionem 
eo quod aliae quantitates ©,, X, etc. certis ipsius x et Constantium Arbi- 
trariarum functionibus aequentur. Unde reductio illa Constantium Arbitra- 
riarum ad numerum ipso 7% non maiorem, cum semper fieri possit, in singulis 
aequationibus illis fieri debet. 

Haee Commentatio plurima est in tractandis quaestionibus quae esse 
offerunt si ex aequationum integralium numero una aliqua proponitur, vide- 
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licet quodnam sit aequalionum integralium systema maxime generale ad quod 
ea aequalio pertinere possit, quaenam inter Constantes Arbitrarias quas sy- 
stema compleium involvit intercedere debeant relationes ut aequatio illa si 
particularis est obtineatur, an Constantes Arbitrarias involvat supervacamus 
et quinam earum numerus sit. Qua in re primum observari debet ex una 
aequalione integrali proposita plures alias derivari posse et interdum totum 
aequationum integralium systema, ipsam propositam differentiando atque dif- 
ferentialia aequationum differentialium propositarum ope eliminando. Nam 
datis aequationibus differentialibus, 


dr:.da, un r da, eu A: .... 1, 


ex aequatione inlegrali v—= 0 sequitur 
ou | au 
KHK FOREN +X.-,- —=(. 

Ex hac aequatione eadem methodo tertia derivari potest ut ita porro. Nu- 
merus aequationum quae ea ratione obtinentur ipsum n non excedere debet; 
alioquin enim proposita «= 0 non foret aequatio integralis. Sit numerus 
ille ad quem ipsa quoque proposita referatur, m<n, ita ut e proposita non 
m-+-1 derivari possint aequationes a se independentes ideoque aequationes 
finitae quae obtinentur differentiando illas m aequationes et aequationes diffe- 
rentiales substituendo, in ipsas mm aequationes redeant. Quibus positis habe- 
tur propositio in hac re fundamentalis, eiusmodi m aequationes in alias m 
iransformari posse inter solas fi, fa +++ fn I. e. enter solas solutiones 
aeguationis differentialis partialis, 


af of ii. 
RZE+ Kg gt. 


Si aequatio proposita non involvit Constantes Arbitrarias, obtinentur ea ra- 
tione m aequationes particulares inter Constantes Arbitrarias @,,-4 »... &,. 
quas implicant aequationes integrales completae 
I = & Rh = %, .... 5, =3 Bu» 

Si proposita et ipsa Constantes Arbitrarias ß,, PB, etc. involvit, quaeritur 
an ex illis »r aequationibus Constantes Arbitrariae ß,, ß, etc. omnes elimi- 
nari possint, an numerus earum »n» per reliquas ipsasque fi, fa »--- / de- 
terminetur. Illud usu venit quoties ipsarum ß, etc. numerus ipso m minor est, 
sed etiam evenire potest si ille numerus ipsum =» aut aequat aut adeo su- 


perat. Ponamus m aequationibus illis ipsarum ß, etc. numerum © <m deter- 
2% 
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minari per aequationes, 

. A=9 R=Dd, .... B=d, 
ac praeterea obtineri m —2 aequaliones inter solas fi, a -+ fi, Si e<m, 
erit proposita aequatio integralis particularis atque ponendae erunt inter 2 Con- 
stantes Arbitrarias «, etc. m —? relationes particulares ut proposita ex aequa- 
tionibus integralibus completis obtineatur. Si proposita praeter ipsas ß,, 
Br»... ß; aliis afficitur Constantibus Arbitrariis B;},, Ay, ete., eae pro 
supervacaneis haberi possunt iisque salva generalitate valores tribui possunt 
determinati. Ope m aequationum integralium inventarum expressis 

or er ER 

per solas 2, &, .... £,_m, integrentur aequationes differentiales, 

da rd, sr VÜR R ar t 
earum aequaliones integrales completae, implicantes a— m Constantes Arbi- 
trarias novas ab ipsis ß,, 2, etc. independentes, una cum »n aequationibus 
illis differentiatione ex ipsa proposita inventis constituunt systema aequatio- 
num integralium maxime generale ad quod proposita pertinere potest. Si 
?= m, proposita pertinere potest ad aequationum integralium completarum 
systema et vice versa si proposita ad aequationum integralium completarum 
systema pertinet, necessario erit 2=m. Eo casu funcliones ®,,P;....D.; 
per formulas (6.) inventae, solutiones sunt aequationis differentialis partialis (3.), 


Of of Bi 
Ag, tr 4 +A, On in 


.... 
ox, 


Unde s2 ex aequationum integralium completarum sysltemate vel una tan- 
tum aequalio quaecunque dalur, ex ea nisi aequalionis dıfferentialis par- 
tialis solutio generalis, semper tamen una pluresve solutiones particulares 
peti possunt. Si aequatio proposita ea est qua variahilium functio aliqua 
a Constantibus Arbitrariis vacua per unam variabilium exprimitur, nullis ea 
afficitur Constantibus Arbitrariis supervacaneis Si eiusmodi aequatio e nu- 
mero aequationum integralium completarum petita est, ex ea tot derivari 
possunt aequationes integrales quot eam Constantes Arbitrariae afficiunt, 
totidemque habentur aequationis differentialis partialis (3.) solutiones. Neque 
nullus est Constantium Arbitrariarum supervacanearum usus, quippe quae 
si adsunt inservire possunt novis aequationibus integralibus inveniendis ad 
quas methodo tradita per solam differentiationem propositae iteralam non 
pervenitur. Ponamus propositam & = 0 ad aequationes integrales completas 
perlinere atque involvere Constantes Arbitrarias ß;, Br +++: Pur, quarum 
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una supervacanea, ex ea deduci potest haec altera aequatio integralis, 
ou du u 
7. Yı33, 17%: Te IL =(, 
in qua Yı, Y, etc. sunt quantitates constantes. Si plures quam n +1 Con- 
stantes Arbitrariae aequalionem propositam afficiunt, eiusmodi dabuntur aequa- 
tiones pro quibuslibet n-+1 ex earum numero; e quibus deinde eodem 
modo aliae complures deduci possunt. Si Constantes Arbitrariae quibus 
proposita u=0 affıcitur sunt variabilium valores initiales =’, &) .... X, 


quarum una supervacanea, habetur nova aequatio integralis, 


. LEHE nn a RO, 


designantibus A”, A) le quantitatum A, A, etc. wi initiales. 
Proposito systemate m aequationum finitarum ita comparato ut aequa- 
tionibus differentiatis eliminatisque differentialibus ope aequationum, 


dz:da, ...:de, = Ä:A, ....:X,; 
aliae non proveniant aequationes finitae nisi quae in propositas redeunt seu 
earum combinatione obtinentur: extat proprium aequationum differentialium 
partialium systema cuius solutio aequationibus illis continetur. Habeatur 
una aequatio e qua ralione indicata non alia nova derivari possit, eius ope 
eXpressa 2 per 25 La «++ 7, valebit aequatio differentialis partialis, 


KeXi Hrn. 4X, 


2 








proponantur m ie e quibus dieta ratione aliae novae non derivari 
possint, earum ope expressis 7, 7, .... T„_-ı per reliquas variabiles x,,, 
. X,, valebunt m eg differentiales partiales simultaneae, 


a ai 
x 

{= PM aD a .... +A, 

En KL’ I 

9, zZ. .; An te Zaun rig +A, O&n 


Ag m ya + x. O Em-t ..t+ÄX Bznı, 


Ö mt KEm+1 ” O&n 
si habentur 2 aequationes as e quibus dieta methodo non n-+1'" okti- 
neri possit aequalio, ex iis sequuntur ipsae aequationes differentiales vul- 
gares Pan 








Er dx, uns O& 
A, — X dx r) u oe.ı 3 a “ Ä, — og x ® 
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Vice versa solutio maxime generalis aequationum differentialium partialium 
simultanearum (9.) continetur eiusmodi m aequationibus quibuscungue. Quae 
ohtinentur inter functiones fi, f2 ---. /„ ponendo m aequationes arbitrarias. 


Problema inveniendi functionem f quae satisfaciat aequationi differen- 
tiali partiali 





xL + 2L..+2, eo, 


On 
etiamı SiC proponi ht ut Ju „e n Multiplicatores, 


Bu Me 00. 
qui eXpressionem, 


M{a— Fr + ml dr)... + 9,la0,— Ale), 


integrabilem IE Quod pro tribus quidem variahilibus iam Eulerus ob- 
servavit. ÜUt expressio eiusmodi, 
Mdxz + M,dxı, + M;,dz, .... + M,dx,, 
sit integrabilis, fieri debet pro indicum © et A valoribus 0, 1, 2.... 2, 
10. 0 Mk —_ _9M; 
dm od ° 


a .. nn . . 
Quae aequationes conditionales numero an ) si locum habent, ipsum ex- 


pressionis integrale f invenitur per rn Quadraturas, idque variis methodis 
possit. Sive enim Quadraturae illae seorsim institui possunt, sive aliae post 
alias, ita ut quaelibet antecedentes iam transactas supponat. Posterior me- 
thodus minus commoda pro tribus quidem variabilibus in libris elementaribus 
eircunferri solet. 














Determinata M per aequationem, 
M=—{XKM+ KM... +X4,}, 


cum satisfaciendum sit omnibus aequationibus (10.), problema videtur super- 





determinatum, quia functiones n satisfacere dehent N conditionibus. 


Sed in auxilium venit aequatio identica, 
} Ka Mm, 0M, as aM, 


— — —— Ö 
or, 0%, lan. a 
Or, e m. 





ne x, 











quae docet a ae fiat, 
MM _, 2m; 2M 5 
7 len 7 a er End 
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expressionem 
oM, 0M, 


Er 7 

variabili & vacare ideoque generaliter evanescere si demonstratum sit eam 
evanescere tributo ipsi z valore particular. Qua re fieri posse ut omni- 
bus conditionibus (10.) per 7 functiones M,, M, .... M, idonee determi- 
natas satisfiat, per series infinitas demonstravi in quas Multiplicatores pro- 
positos evolvi. 

Pauca sub finem adieci de transformatione systematis aequationum 
differentialium vulgarium 

BRIER, -... 1ER, AIR, .... 

in unicam aequationem differentialem n“ ordinis inter duas variabiles. Ex 
arbitrio sumtis duabus functionibus et » geaag pro qualibet functione U, 


BE a ee 


n dan 
formetur series expressionum 
fl el un MT] 
[v] ’ en Si 
Exprimatur u” per 24-1 quantitates 
vu, u, U er u, 


ern 





u = 


ope aequationis, 
u” = Nr, u, u .... u); 


valebit pro quacunque functione f formula, 
m 25.4%.14ıxX, L rd 


[v] (57) vr (2) rw (&) ..{t u (= .) +0 („ 


Unde aequatio differentialis partialis, 


of of B. 2 
io, +4 dr, .+X Fr =(, 








A 





"dan 
transformari poterit in hanc, 


L + u‘ of tu u'' sf . Ft ur _öf Q) 8 — 0, 


du dw ° dur Dun) 


in qua expressiones in differentialia functionis quaesitae ducta sunt ipsae 
variabiles praeter Coefficentem primum et uliimum quorum ille unitas, hie 
data omnium variabilium functio est. Per easdem fornıulas, si aequationis 
differentialis partialis loco proponis systema aequationum differentialium vul- 
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garıum intime cum ea Connexo, aequationes differentiales vulgares simultaneae 
da: da. da, .... da, m I: 2: 
redeunt in has, 
dv:du:duw ....:du"?: dur = 1:u:u .... ur ;Q, 

quibus substilui unica potest aequalio differentialis n" ordinis inter duas 

variabiles u et v, 
ee 
d"v de En de 

Quarum rarior usus est transformationum propter eliminationes quae requi- 

runtur inextricabiles, qua de re in hac Commentatione formam systematis 

aequationum differentialium vulgarium primi ordinis conservare praetuli, qua 

nuper etiam ill. Cauchy usus est in variis ea de re scriptis partim lapide 


parlim typis expressis. 





De acquationibus differentialibus parlialibus linearibus 
primi ordinis. 
2. 

Vocatur aequatio differentialis partialis quae est inter functionem plu- 
rium variabilium independentium quaesitam, ipsas illas variabiles et differen- 
tialia partialia functionis illarum respectu variabilium sumta. Quae differen- 
tialia partialia, si non altioris quam primi ordinis sunt, aequatio diflerentialis 
partialis primi ordinis esse dieitur. Ac vocalur linearis quoties in ea dif- 
ferentialia partialia dimensionem primam non transcendunt. Sit igitur x 
functio quaesita n variabilium independentium, 

By Kay or 2 
aequatio differentialis partialis primi ordinis maxime generalis hac forma 


gaudet, 








0x 1) 6) 
1. 0= Flz, Ti, L2 ser I ör,’ ER Be 3)- 


Quae aequatio, si linearis est, gaudehit forma sequente, 
Bo X Ox dr 
Be N EEE 


in qua aequatione sunt A, X, etc. datae ipsarum &, X, .... 2, functiones 





quaecunque. 
Variabilium independentium unamquamque pro dependente sumere 


licet dum dependens sive functio quaesita independentium numero accedit. 
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Nam si © ipsarum 2, %, .... 2, functio est, generalius dici potest, ipsa- 
rum 2, %, ... 2, quamlibet reliquarum esse functionem. Quoties enin x 
ipsarum &,, ©, etc. functio est, certa aequatio locum habebit inter quantita- 
tes 2, 7, ©, etc. quarum una quaelibet si pro incognita sumitur eiusque 
respectu aequalio resolvitur, ea variabilis per reliquas expressa prodibit. 
Ut eruantur mutationes quas formulae differentiales subire debent introdu- 
cendo ipsius x loco aliam variabilem x; pro dependente, aequationem 

















x 0X 0X 
z — " 4 .e. 0.98 EI, 
d OX, da,+ 0X, dz, OXn I2,, 
sic exhibeo, 
0X X 0x 0x 
” T; _— de — 2. Ger x uaca , .eo.®e ED engen 
or, da Os, da, 0X, da; ÖXn dan, 


omisso in dextra aequationis parte termino per dx; multiplicato. Hac for- 
mula cum sequente comparata, 


























dr, 0W, X, ox, 
dx; == 35 424 5, 42tr7,, 48 u... +5; 402 
in qua z; pro variabili dependente habetur, obtinetur, 
3 IE; — hen 1 e KZ; a 1 ’ 
j Te “ur Fr Ta 
X, dr 
porro si X, variabilium quamcungue praeter x et x; designat, 
dx 
0%; ji 0X, 
% OX, or or 
oX, 
unde e (3.) 
Or, 
\ 0x el...“ 
Ox% x; 
0x 


Formulae (3.) et (5.) in aequationibus (1.) substituendae sunt ut transfor- 
mentur in alias in quibus z; variabilis dependens fit, dum x variabilibus in- 
dependentibus accedit. 


Aequationem (2.) sic exhibeamus, 
ii = Krk — A, 28 on Ä Kr.ä 


67 IX, u 


omisso in dextra aequationis parte termino in A, ducto. Si in aequatione 
Crelle's Journal d.M. Bd. XXIII, Hft. 1. 3 
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. Or: 
praecedente substituuntur formulae (3.), (5.), atque per ei multiplicatio 
instituitur, prodit 


6) or, 
A, = A; + 4.3, .... +-X, 


omisso rursus in dextra aequationis parte termino in X, ducto. Hinc in 
aequatione lineari proposita (2.) quamlibet variabilium x, x, .... x, Per- 
mutationem facere licet, dummodo quantitates A, A, .... X, simili ratione 
inter se permutantur. 


L; Ö KL; 





On’ 


3. 


Variabilium numerum independentium unitate augendo aequatio diffe- 
rentialis partialis primi ordinis quaecunque commutari potest in aliam quam 
functio quaesita non ipsa ingreditur sed tantum praeter variabiles indepen- 
dentes differentialia functionis quaesitae partialia, quae porro aequatio horum 
respeciu differentialium partialium homogenea est. Supponamus enim aequa- 
tionis (1.) $. pr. solutionem x unam saltem involvere Constantem Arbitra- 
riam a, hoc est, si placet, novam variabilem independentem quae in diffe- 
rentiationibus ipsius € singularum 2,, %,, .... 2, respectu instituendis pro 
Constante habetur et quae in ipsa aequatione proposita non invenitur. Sta- 
tuendo 2 ipsarum 2), %;, «+... X%,, & functionem esse, eliam « pro ipsarum 
I, X, Io +++. 2, functione habere licet, 

1. m FR, 8, Basen a 
et vice versa hac functione f cognita per resolutionem aequationis (1.) ob- 
tines functionem quaesitam x. Quaeramus igitur illam functionem 5 eamque 


ut functionem incognitam in aequatione differentiali proposita (1.) $. pr. intro- 

ducamus. Cum in formandis differentialihus .- ‚ ze ‚ etc. habeatur « 
ı 2 

pro Constante, fit, differentiando aequationem (1.) ipsius 2; respectu, 


. SE 39 Wen ze 
- 0x "dx, r 0x, ’ 














unde af 
x or, 

2. ren Er ’ 
x 


vel adhibendo Lagrangianam notationem, 
0x - f’(«;) 


ox; ART fie) 
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Substituendo ipsarum 1 BER REITEN expressiones quas formula praece- 
ua.’ 0, 
dens suppeditat, abit aequatio (1.) pr. in hanc: 


3. 0= F(z, Bu 0000 Bis a, dee Sa ls 
) f(®) f(#) 
In hac aequatione est f functio quaesita dum x variabilibus accedit inde- 
pendentibus, quarum igitur numerus unitate maior fit quam in aequatione 
proposita; porro aequatio (3.) ipsam quaesitam functionem f non continet 
sed praeter variabiles independentes &, &, .... x, sola ipsius f differen- 
tialia partialia f(x), f(x,), ete.; denique aequatio (3.) horum differentia- 
lium partialium respectu est homogenea, ut quam solae rationes ingrediuntur 


quas differentialia illa partialia inter se tenent. 


Si ipsa aequatio proposita (1.) differentialium Mr... etc. re- 


0x,’ da,’ 
spectu homogenea est, non aucto variabilium numero aequatio proposita in 
aliam mutari potest ab ipsa functione quaesita vacuam. Videlicet eiusmodi 
aequationem homogeneam ita exhibere licet ut praeter variabiles dependen- 
tem et independentes solummodo illorum differentialium partialium per eorum 
unum divisorum Quotientes contineat. Obtinemus autem e (2.) binorum dif- 


. 


EX 











Be 0: | i 
> z —, — 1 
ferentialium g2 +35 Quotientem, 
X df 
Or, Ow, 
u Algier . A 
0X, OX, 


unde aequatio proposita per transformationem adhibitam non subit mutationem 
aliam nisi quod cuique differentiali partiali =, Substituatur functionis f dif- 
Ren RR of | ! 
ferentiale eiusdem variabilis respectu sumtum LE. Hine aequatio trans- 
. . n . of of of 
formata et ipsa differentialium a Pe re respectu fit homege- 


nea, a differentiali autem prorsus immunis. Sed est principium generale 


bene tenendum, in solvendis aequationibus differentialibus partialibus propo- 
sitis quas differentialia certae respectu variabilis independentis sumta non in- 
grediantur eam variabilem vices Constantis indeterminatae agere. Eitenim in 
differentiationibus aliarum respectu variabilium instituendis ea quantitas pro 


Constante habenda est; unde si ipsius respectu non differentiatur, ea omnino 
3% 
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Constans est. Secundum hoc principium antecedentibus in solvenda aequa- 





tione transformata differentiale z ni non implicante ipsa & quae variabilibus 


independentibus accedebat Constantis vicem gerit, neque igitur variabilium 
independentium numerus augetur. Unde aequatio differentialis partialis primi 
ordinis, differentialium functionis quaesitae partialium respectu homogenea 
ei quam ipsa quoque functio quaesita ingreditur, ad aliam revocari potest 
in qua ipsius quaesitae functionis loco quantitas constans posita est. Nam 


secundum antecedentia ipsa z pro Constante habita et ipsorum Fe loco 


substitutis alius functionis f differentialibus st ‚ si solvitur aequatio et so- 


lutio proveniens f Constanti Arbitrariae aequatur, ea aequatione functio 
quaesita x determinatur. 


’ 





In aequatione 


BR u Kat. BE 


n On 


substituamus formulas (2.); multiplicatione per np OF. facta Prem, 


5. 0=Ä x-I- +45 + X, 5 











& 

Sub hac forma aequationes differentiales a lineares primi ordinis 
tractabo quas ad eam vidimus revocari posse omnes. Quae forma earum 
indoli perscrutandae atque nexui qui eas inter aequationes differentiales 
vulgares intercedit perspiciendo optime se accommodat. Quamquam autem 
aequatio (4.) numero variabilium constat unitate minore, observandum est, 
plerumque in quaestionibus generalibus quae ad variabilium numerum quam- 
cunque patent, prae numeri variabilium reductione commodam esse simpli- 
citatem formae. 


Facilis transitus ab aequatione (4.) ad (5.) qui fit per formulas (2.) 
minus in promtu fuisse videtur ill. Lagrange in praeclaris et celeberrimis 
Gommutationibus de aequationibus differentialibus partialibus primi ordinis 
Actis Academiae Berolinensis a. 1779 et 1785 insertis. Eulerum nexus 
inter aequationes (4.) et (5.) omnino fugisse videtur; quippe qui in Tomo II. 
Institutionum Cale. Int. aequationibus differentialibus partialibus dicato de 
aequationibus (4.) et (5.) agit pro n=?, sed locis prorsus diversis, 
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Extat interdum aequationis (4.) solutio quae neque ipsa Constantes 
Arbitrarias implicat neque e solutione Constantes Arbitrarias implicante pro- 
venire potest valores iis tribuendo particulares. Quae solutiones per me- 
thodum antecedentibus traditam ex aequationis (5.) solutionibus elici ne- 
queunt sed si extant absque omni integratione inveniuntur. De quihus so- 
lutionibus singularibus hoc loco non agam. 


4. 


Proposita aequatione 

—_ x-ıT of of 

1. 0=AX-- +5, - +2, 
in qua Ä, Ä, etc. variabilium x, z,, etc. functiones quascunque designant, 
eius solutio generalis e solutionibus particularibus obtineri potest. Quae 
pro gravissima earum aequationum proprietate haberi debet. Neque eadem 
proprietate gaudet aequatio quam ad (1.) revocavi, 
SUR 0x x ox 

% Km A, tr A PER +; 
quid? quod casu eius simplicissimo quo una tantum adest variabilis indepen- 
dens, si proponitur aequatio differentialis vulgaris inter duas variabiles 
zei 7, 





dx 
=, x, ’ 

innumerae datae esse possunt ipsius 2, functiones x quae aequationem prae- 
cedentem identicam reddant, neque tamen ex iis erui potest solutio genera- 
lis vel integrale completum. Propter hoc maxime commodum aequationes (1.) 


prae aequationibus (2.) considerare couvenit. 
Ac primum observo, 
I. „Datis aequationis (1.) solutionibus »» particularihus, 


ER AR A 


solutionem etiam esse quamlibet earum functionem 


IUfs Ri +. a) 
Fit enim 


ou _ OU. 27, FRE ofı 20 fm 
Ga at m dr’ 








ideoque 
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dan 
ade u. +X; 2 DEE: at) 
Be er 


+ om are a 


Erant autem fi, f2 ---» /„ aequationis (1.) solutiones, unde Aggregata re- 


speclive per aa 
ou on en 
of, ’ of: Pur vr wer” 1. Im 
multiplicata identice evanescunt, sive identice fit, 


RB A Tiger A 


0x Ox, O&n 
g- d. e. 
Per propositionem praecedeniem cum e duabus pluribusve solutioni- 


bus innumerae aliae deducantur, eas tantum pro solutionibus inter se di- 
versis habebo quae a se invicem sunt independentes, sive quarum nulla est 
religuarum functio. Facile autem patet eiusmodi solutiones inter se diver- 
sas sive a se invicem independentes non plures quam n extare posse. Pro- 
positis euim 2-1 variabilium totidem functionibus a se independentibus, 
ipsae n-+-1 functiones pro variabilibus independentibus sumi illaque varia- 
biles vel earum functiones quaeceungue per eas 241 functiones exprimi 
possunt. Unde si haberentur ni solutiones a se independentes, vice 
versa singulae variabiles x, 2, .... x, earum functiones essent, ideoque 
secundum Proposilionem J. ipsae 2, 2, .... x, forent aequationis (1.) so- 
lutiones. Quod fieri nequid nisi quantitates Ä, X, .... Ä, simul omnes 
evanescunt. (Quoties enim variabilium una 2; ipsa aequationis (1.) solutio 
est, ipsius x; differentialia partialia variabilium omnium z, x, etc. respectu 
sumta evanescunt praeter differentiale ipsius x; respectu sumtum quod uni- 
tate aequale est, unde in aequatione (1.) ipsam x; functioni f substituendo 
sequitur A; = 0. Quoties igitur singulae ©, 2, .... 2, aequationis (1.) so- 
lIutiones sunt, fieri debet 
120, 0:4... e0 

Vix autem monitu opus est in traclanda aequatione (1.), a nobis supponi 
quantitates Ä, X, etc. non omnes simul evanescere. Dicere etiam licet, si 


| 











1. 0.6. J. Jacobi, Dilucid. de aequat. diff. vulg. system. 23 


extarent 2 +1 solutiones a se independentes, quamlibet ipsarum 2, x, .... 7, 
functionem etiam pro ezrum solutionem functione haberi posse, ideoque se- 
cundum Prop.I. quamlibet functionem esse aequationis (1.) solutionem, quod 
absurdum est. 

Quo facilius cognoscatur quem fructum percipere liceat ex inventis 
m solutionibus a se independentibus f}, f --.. f,, eas ut variabiles indepen- 
dentes in aequatione proposita introducamus. Sint z,, &,_ı :-::- Lulmsı 
variabiles quarum loco introducantur fi, f2 ---- /„, ita ut f evadat functio 
variabilium, 

BE re Bla +++. Sa 

Functionis f differentialia partialia harum respectu variabilium sumta si un- 
cis includo, fit, ubi x; est una variabilium Bi il), 


EDER HENSE: 


ox, 
si vero x; est una variabilium N VRRTRDE IR 
a „teren II \_ fr af se 
d=, = (37) +5 A a + 
Quibus expressionibus sobslitatin eruitur, 


254%, ap a ao 


MER TE 2 Fa 
6) 


+ ){3 22h +47 Bo -+A 3 
+ )1X Maxi. + 





Of: O&n 


PTR a] 2205 27 ne €} 


Hic rursus Aggregata respective multiplicata per 
of of of 
a 


singula identice evanescunt, unde prodit aequatio, 


3, ee ale 2. ; 


On 


-x(2 My4x(, nn ), 


On 











Sim=n, e formula antecedente haec prodit Propositio: 
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„Il. Inventis aequationis 
xL.+x%- A ul SE T = Ban 


n solutionibus a se erben ff =. et si introducuntur 


eier 


ut variabiles en pro quacunque functione f erit: 
Y H a Se 
Docet formula Bi si detur nn (1.), er 
BEN 

| 2) u, 

sive functionem propositam f per solas fi, f} --.. f„ exprimi posse. Unde 
solutio generalis f erit n solutionum particularium a se independentium 
functio arbitraria, nulla praeterea variabili affecta. Haec enim solulio ex 


aequatione differentiali proposita (1.) necessario sequitur ideoque alias omnes 
amplecti debet solutiones. 














5. 


Quaeri possit, an semper extent proposilae aequationis differentialis 
partialis 


en + 


solutiones n a se nn: Quod revera locum habere e Propositio- 
nibus antecedentibus facile probatur, dummodo concedatur aequationes dif- 
ferentiales partiales ad instar aequationis (1.) formatas omnino aliquam ha- 
bere solultionem praeter Constantem. Scilicet Constantem pro f positam 
aequationi propositae satisfacere patet, sed eam si n>>0, inter solutiones 


1. 0=ÄX 








s . 0) 
non referam. Quamquam pro n= 0 sive data aequatione, Ä SL. =0 vel 
hi 3 == () 


"gi ‚ eius unica habetur solutio f = Constans. 


Ad propositum demonstrandum fingamus aequationis propositae haberi 
:n solutiones a se independentes fi, fi »-+- fm, Sitque m<n. Nam si foret 
m=n, propositum assecuti essemus; fieri autem non posse m> n sive non 
plures quam r solutiones independentes aequationis (1.) extare posse $. pr. 
monui. Sumendo fi, fi; -... f Ipsarum 2,, £,_1 .**« Zu-m+ı |0CO pro varia- 
hilibus independentibus, aequatio proposita secundum formulam (3.) $. pr. 
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haec evadit, 


GE HET), +2). 


Ox, OÖ Xn—m 

In qua aequatione cum desint differentialia partialia variabilium indepen- 
dentium, fi; a - «+ f„ respectu sumta ipsae fi, i -- - - fm pro Constan- 
tibus habendae sunt. Unde quamdiu n— m > 0 aequationis praeceden- 
tis extabit solutio f„+4., quae non sit solarum fi, fi +++ :+ fin funetio, 
quippe quae pro Constante habenda esset, aequationes aulem ad instar 
praecedentis formatas siquidem variabilium independentium numerus unitatem 
superet semper solutionem praeter Constantem habere suppositum est. Hine 
numerum solutionum a se independentium continuo augere licet donec fiat 
m=n, quo casu aequatio (2.) in hanc abit: 


. 0= (7) sive 0= >L), 


quae non habet solutionem praeter Constantem sive quod pro hac aequatione 
idem est praeter solutionum iam inventarum functionem. 


Ex antecedentibus patet si aequationis propositae (1.) solutiones a 
se independentes aliae post alias investigantur post quamque solutionem in- 
ventam numerum variabilium independentium unitate minui posse. ÜUt nova 
habeatur solutio a iam inventis independens, aequationis ita reductae solu- 
lionem indagare sufficit quamcunque praeter Constantem. (Quo in negotio 
eo usque pergere licet, donec aequalionis propositae habeantur 2 solutiones 
a se independentes. 


Iuventis aequationis propositae nsolutionibus a se independentibus 
fi» & -». f, quamcunque aequationis (1.) solutionem ipsarum fi, fa » +++ /, 
functionem esse etiam inde patet, quod si haberetur solutio a fi, fi +: ++ f, 
independens, aequationis propositae plures quam r solutiones a se indepen- 
dentes extarent, quod fieri non posse $. 4. vidimus. Secundum antecedentia 
ipsarum fi, fr »».- f, functiones totidem a se independentes quaecunque et 
ipsae sunt aequationis propositae (1.) solutiones a se independentes; et vice 
versa, aequationis (1.) solutiones quaecunque 2, quarum nulla reliquarum 
functio est, functiones a se independentes esse debent ipsarum fi, fi --.- f.- 

Quia aequatio 

4. [= If R---- 
in qua II functionem arbitrarium designat, est aequationis propositae (1.) 
solutio generalis, secundum $. 3. solutio generalis aequationis 
Crelle's Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 1. 4 
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Ö&n 


m 0) Ö 3 
us A=N,., to, .... >X m. 


dabitur aequatione: 

6. Up fa... ff) we 
Generalitati nihil addit Constans Arbitraria & quippe quam ponere licet 
funetioni arbitrariae [IT subesse. Itaque aequatione differentiali (5.) indicatur, 
aequationem inter n-+1 variabiles z, X, .... 2,, e qua valor functionis x 
petendus sit, representari posse ut aequationem inter numerum unitate mi- 
norem quantitatum, quae ut solutiones dantur aequationis, 


BE - of of 
Ep Ep een le 


On 





Quae vero sit aequatio inter illas n quantitates locum habens ipsa aequa- 
tione (5.) nullo modo definitur, sed prorsus in arbitrio relinquitur. 

Ut aequationis (1.) solutio determinetur, addi potest conditio ut f in 
datam ipsarum 7,, &, .... X, functionem abeat, ubi € sive evanescit, sive 
datum constantem valorem induit; vel etiam generalius ut inter ©, 2,...X, 
aequatione data quacunque Ex, X, .... 2,) =0 abeat f in functionem 
datam quamcunque I (2, &, .... ©.) Exprimantur enim # et I per fi, 
f; »... f, unamque variabiliumn ©, x, etc. veluti x; deinde ex aequatione 


F@a,f; fa ---- I.) ==; 0) 


= PMlsh---- MD 
aequabitur f ipsarum fi, f »-- / functioni, in quam abit T(z, fı, fz ---- fi) 
ponendo 2=P(fı, fr -:-- f), hoc est, fit solutio quaesita, 

f= I hfof:---f 
Haec enim ipsius f expressio et solarum f}, fa...» f„ functio ideoque aequa- 
tionis (1.) solutio est ubi F=0 sive®=r in datam functionem T abit. 
Per antecedentia probatur quoque, quod bene tenendum est, aequationis (1.) 
solutionem f si pro 2 = 0 aut pro alia quacunque aequatione #=0 quae 
non in aequationem inter solas fi, fr +--- /„ redeat Coustanti aequetur ipsam 
esse Constantem. Videlicet si ipsarum %, f} -... f„ functio f ponendo z = 
Ofı> fi ---. fu) Constanti aequalur, ipsa illa functio f esse debet Constans, 
cum ea positione mutationem nullam subire possit. Scilicet suppono ipsam x 
non esse quantitatum fi, fa ++. f„ funclionem quod ad unam certe varia- 


erualur 


bilium 2, &, .... 2, valet. 
Simili ratione aequationis (5.) solutio hac conditione determinari potest, 
ut data quacunque aequalione F=0, alia quoque dala aequalio quaecunque 
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T’=0 inter ipsas 2, 2, .... 2, locum habeat. Rursus enim et FeiT per 
x, fi, & -... /. expressis, eliminando x ex aequationibus #=0, T=0, 
obtinemus aequationem 


IN RT 


qua siz per 7,, 7,....x, determinatur, solutio aequationis (5.) quaesita prodit. 
Postulavi antecedentihus variabiles ©, &, .... 7, exprimi per unam 
earum X ipsasque fi, fr ---- f,, Sive ipsas, 


I Rh» Mm % 
pro variabilibus independentibus sumi. Quod semper licet nisi x ipsarum 
fi» R +... /, functio sit ideoque aequationis (1.) solutio. Si vero = aequa- 
tionis (1.) solutio est, fieri debet 
X=0, 

et vice versa patet, si Ä=0, esse x aequationis (1.) solutionem. Hine 
sequitur Propositio: _ 

„Ipsas fi, & -»-» fa,» 2 pro variabilibus independentibus sumi posse 

„quoties Ä non evanescat, non posse, si evanescat.” 


Aequationis (1.) Coefficientes Ä, A, etc. si non Omnes evanescunt, 
quocam nulla omnino aequatio haberetur, supponam in sequentibus, etiamsi 
non expresse adnoletur, esse A eam quae certo non evanescat. Cum nulla 


supponatur inter quantitates fi, a +---/n, 2 extare aequatio, ipsae fıs/2 +++. 
eliam pro solarum &,, & «... X, functionibus habitae a se independentes 


erunt, ideoque si A non identice evanescit etiam functionum fi, fr +++: fl 
Determinans, 





a4 SU. 

..d.,, Ole 0x, ’ 

identice evanescere nequit. V. Comment. de Determinantibus Functionalibus. 
Solutiones fi, fa »--- fa 2 duabus simul variabilibus vacuae esse 

non possunt, quia non dantur a—1 variabilium 7 functiones a se indepen- 

dentes. Si solutiones illae omnes unam variabilium, ex. gr. variabilem x 

non involvunt, singulae z#,, 2, ‚... x. per fi, fa ---- f. eXprimi poterunt 

sive aequationis (1) solutiones erunt. Quod fieri nequit, nisi A), Az... A, 

omnes simul evanescunt. Unde vice versa, si non omnes A, Ar .... Ä, 

simul evanescunt, solutiones aequationis (1.) non omnes ab ipsa x vacuae 


esse possunt. 
Si dico, designante f aequationis (1.) solutionem quamcunque, aequa- 
tione f=0 determinari ipsarum &,, 2%, .... 7, functionem = salisfacientem 
4* 
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aequalioni, 


r ..  . 


0x 
X=- X, -— +%, 2 
1 ox, +4 0x, “ I&n 
tacite suppono eam solutionem f ipsam x omnino involvere. Cuiusmodi so- 
lutionem semper extare antecedentibus vidimus nisi ipsae A,, A, .... A, 


simul omnes evanescant. 





6. 


Adnotabo iam casus quosdam speciales, quibus aequationes differen- 
tiales parliales lineares primi ordinis aut solvere aut ad alias simpliciores 
reducere liceat. 

Statuamus aequationi (1.) $. pr. accedere terminum cum a functione 
quaesita f tum a differentialibus eius partialibus vacuum, ita ut aequatio 
proposita sit, 


1 A Kl, 


ex #, a 
designante U ipsarum X, X, .... 7, functionem. Constabit aequationis (1.) 


solutio, si aequatio, 
‚0 Öj 6) 
2. dA ML nn Ä,- f u... +-X, da. =. 0, 


x, En 





complete soluta est; hoc est, si eius novimus 2 solutiones a se indepen- 
dentes fi, fi «-«: fa. JIpsis enim fi, fi ---- f„ variabilium z,, 2, .... z, 
loco introductis, aequatio (1.) secundum formulam (4.) $. 4. abit in hane, 


in qua datae ipsarum 2, X, .... 2, functiones Ä et U per ipsas =, fı, 
f; »-»» fi, exprimendae sunt. Ex hac aequatione sequitur 


. [= /SZzeetlohe- PM 


siquidem in integratione ipsius x respectu transigenda ipsae fi, fi ---- fi 
pro Constantibus habentur atque I ipsarum fi, fz »-+- f„ functionem de- 
signat arbitrariam. Ut exhibeatur solutio inventa per variabiles z, &, ....7,, 
post integrationem factam restituendae erunt ipsarum fi, fr --.. f„ eXpres- 
siones per variabiles ©, x, .... x, exhibitae; sed per idoneam integralium 
definitorum applicationem fieri potest, ut expressiones illae iam sub signo 
integrali substituantur. Qua ratione quod semper pro commodo haberi debet 
obtinetur formula per se ipsa clara neque interpretalione verbali egens. 
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Sit enim 
— = F(z, fı f: .... f-); 


in functione illa quae sub signo integrali invenitur scribo & ipsius x loco; 
designante « Conslantem seu ipsarum fi, fr -... fu functionem integratio 
extendenda erit inde a &=u usque ad &E=z, sive erit 


. f=/ Fefsh--.- Mob, 


qua in formula sub integrationis signo ipsarum fi, f} -... f, expressiones 
per variabiles proposiltas 2, X, .... 2, substituere licet. Proponatur ex. gr. 
residuum seriei Taylorianae 

U a a er 
ubi I„—=1.2.3....n. Expressionem ad dextram facile patet satisfacere 
aequationi differentiali partiali, 

of of _ _Mpla) Ari 











6. 





Hit : ala 0x" "Inn 
Aequationis, 
ange. 
x Oh 
est solutio, 
fi = t+h 


qua loco % introducta ut variabili independente fit aequatio (6.), 
( L) ee ea“ 


0x gg 0x" ; 1 AR 
Hac integrata aequalione prodit, 


BE, | x oO" 
=) Sr —ayde, 





designante & functionem quantilatis fi quae inter integrationem pro Con- 
stante habetur. In dextra aequationis praecedentis parte sub integrationis 


signo scribatur & loco © atque restituatur &-+% loco fı, prodit, 


| = au 
=) e-e@+ra— Hr 








Valor ipsius & eo determinatur, quod evanescat f pro A;=0 sivepox=/f, 


unde limes inferior fieri debet, 
v=fh=mrH+h. 
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His collectis limitibusque inversis prodit, 


1 th Onp(£) er 
[= nl) FE Hi". 


f4 
(n—]) 





Quod notum est integrale definitum seriei Taylorianae residuum exprimens. 


Staluamus proposita aequatione (1.), 


0 = X + NG... +X or 


Me 
Coeffieientes Ä, A, ete. unius variabilis x esse functiones. Pro singulis 
indieis 2 valoribus 1, 2 .... 2 vocemus ®; functionem quae satisfaciat 





aequationi, 
> De " = op 
7. m. guaige 


D;, = 2 


Cum sint A atque A; solius x functiones, eliam integrale quod aequatio prae- 
cedens implicat solius x functio erit; integrali enim non adiici suppono alia- 
rum variabilium functionem quasi Constantem Arbitrariam. Unde erit ®, 
etiam aequationis (1.) solutio, cum ipsius ©; differentialia parlialia praeter 


unde fit, 


sE op . - . - 
F_ et -——”. omnia evanescant, ideoque pro ea solutione aequalio (1.) 
ox COX; 


redeat in (7.). Naneciscimur hac ratione solutiones » aequationis (1.) ®,, 
®, .... D,, quae a se independentes eruni cum singulae implicent singulas 
variabiles a se independentes 2, &, »... &,. Unde fit aequationis propo- 
sitae (1.) solutio generalis, 

f = 10, P: .... P,). 

Prorsus idem valet, si ipsae Ä; praeter x respective variabilem x; con- 
tinent, nisi quod eo casu determinatio functionis ®; per aequationem (7.) non 
Quadraiuram sed integrationem aequationis differentialis vulgaris primi ordinis 
inter duas variabiles requirit. Exemplum propositum complectitur casum quo 
ipsae A, A, etc. merae Constantes sunt. Designantibus enin a, a, efc. 
Constantes si proponitur aequatio, 


0 =.4- 2 + u ragt... +05 SR 





" 0% 
e praecedentibus eius solutio Say generalis, 
a, X A,X 
[= (x ——, 2, — — y ...o0 u — ® 
a a 
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Ad hunc revocatur casus quo A, X, etc. respective solarum x, x, etc. 
functiones sunt. Introducendo enim ut variabilem independentem loco «; 
ipsius X, functionen ?, datam per aequationem, 


d., 
MW a 
fit, 
‚_of u. 
Age? dt,’ 


[4 


unde aequatio proposita abit in hanc, 
ö ö, 
0= — SE+ 5645 ne .... +L, 
cuius est solutio "Kühne 
[= Id,— 1, u—Tt ..0o0 tL„—t), 
sive erit f differentiarum integralium, 


% 0x, 
X, 


functio arbitraria. Quo frequenter et aliis casibus uti licet artificio, cuius 
ope Eulerus nonnullorum quae tractavit exemplorum solutiones facilius 
detexisset. 

Consideremus casum generaliorem quo omnes X, Ä, etc. solarum 
L%, 2 ++ Cum functiones sunt neque igitur variabiles &,, &,_ı +++» Lumzı 
continent. Ho casu indagentur solarum 2, &, .... X,_m functiones a se 
independentes, 





ir in 


quae sint solutiones aequationis, 


PAPER: (MR. . X, ung 


Erunt illae etiam a (2.) solutiones cum ipsas &,_ny4ı5 Lumtz 9: X, 
non contineant ideoque earum differentialia harum respectu variabilium sumta 
evanescant. Introductis fi, 2 --.- fi variabilium &,, &; «... &,_,„ loco, 
e $. 4. fit, 


x +X%, un + X, „l_ — xl); 


nm 
differentialia autem ipsarum &,_„+. elc. respectu sumta ea novarıum varia- 
bilium independentium introductione non mutanda sunt, quia fı, f; etc. illas 
non implicant variabiles x,_ Er, etc. Induit igitur aequatio (2.) hauc forman, 


0=Ä (>) + Kun (a Tran N ER. OR «Tr x, ( er )» 


—n-1 


0x 


> FR 
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in qua Coeflicientes A, A,_m4ı etc. per quanlitates x, fi, fa »-+- fin eX- 
primendae sunt neque secundum suppositionem factam variabiles &,_„4+., 
F,_m42 +++ X, Implicant. In aegquatione praecedente quantitates fi, fi --- 
+. fu m quarum respectu non differentiatur, pro Constantibus habendae sunt; 
unde illa in casum antecedentibus tractatum redit, quo Coefficientes unius 
variabilis functiones sunt; qui casus per solas Dusibieinene absolvebatur. 


Antecedentibus aequatio proposita quoties variabilium independentium 
nonnullas non ipsas, sed tantum diflerentialia earum respectu sumta continet, 
al aliam revocatur, in qua totidem variabiles omnino desunt sive variabilium 
independentium numerus tolidem unitalibus minor est. Quod fieri posse in 
aequationibus differentialibus partialibus primi ordinis etiam non linearibus 
iam olim Kulerus docuit. 

Si ipsae quidem A, A, .... Ä,_m solarum x, & .... &,_m functiones 


sunt, sed reliquae A,_m+ı, A,_m42 etc. variabiles independentes omnes im- 
plicant, valebit adhuc aequatio reducta, 


= a + + ng I) +), 


sed in ea Coefficientes praeter ipsas fi, fr +++ fm, quae pro Constantibus 
habentur, adhuc variabiles &, &,, &,_ı »«++ X,_myı Continent. Eo igitur 
casu aequatio proposita, in qua variabiles independentes sunt numero r-+H1, 
in duas dividitur, alteram post alteram solvendas, in quarum priore numerus 
yariabilium est a—m-+-1, in posteriore m +1. 








Sub finem addam exemplum quo ill. Lagrange in Commentatione, qua 
primum aequationes differentiales partiales primi ordinis ad aequationes dif- 
ferentiales vulgares revocavit, eius reductionis usum illustratum ivit. Quod 
videbimus exemplum eadem elegantia et forlasse magis directe sine aequa- 
tionum differentialium vulgarium interventione obsolvi. 


Proponatur aequatio, 
Hr) Etat HE + et rt = atyttt 


Functio quaesita x si per aequalionem f= « determinatur, satisfacere debei f 
aequationi sequenti, 


= rt rer rer dl 





#) Acad. Ber. a, 1779 pg. 155. 
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quam sic exhibeo: 


tt Herr rer). 
Secundum supra tradita Bin expressio, 

Ya Hl 
si f est quaecunque au 

z—l, zZ—X0, —Yy; 
functio, quas ea de causa trium variabilium independentium loco introduca- 
mus; pro quarta sumo omnium variabilium summam +2 +y+z. Sit 

z—t=p, z—- = 3—y=r, Ii++yt+?=s 

atque differentialia partialia ipsarum pP, 9, r, s respectu sumta uncis inclu- 
dantur, fit 








ıSE nn a iq . dr Br Y ee), 
+2 Mari reiter, et H + 
Ba nn nn " hanc abit, 


rl) 
sive per 3 divisa in hine, 


. 18.) " (1) r G Er) + (25). 


Quae secundum antecedentia docet aequatio, functionem quaesitam f esse 
functionem arbitrariam differentiarum, 
lgs—lgp”, Igs—Igy’, Igs—Igr”, 
vel si logarithmis numeros substituis, functionem arbitrariam quantitatum, 
sp, sg, sr, 
quod cum solutione Lagrungiana convenit. 











7. 
Aequationis differentialis en linearis primi ordinis, 


. 0=X- 14x u Je re 


rn rF} In 








2 


ad quam reliquas omnes revocavi, nie. solutignei f in seriem infini- 

tam evolvere, addita simul conditione maxime generali cui satisfieri posse 

$. 5. vidimus est functio f pro data inter variabiles independentes aequatione, 
U=0, 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 1. > 
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in datam functionem I’ abeat. Pono 
2. f=T-— TU+I RE, 2 5 + etc., 


quae expressio conditioni propositae ei satisfacit. Substituta (2.) in 
aequalione proposita (1.) et expressionibus singulis in singulas ipsius U 
potestates ductis nihilo aequatis, eruuntur aequationes quibus quantitates I”, 
I’ ete. aliae post alias e data functione IT’ determinari possunt. Ponamus 
enim designante V ipsarum ©, &, .... x, functionem, per ipsum V uncis 
inclusum denotari expressionem, 


oV oV 
5. VI= Az, +5 Pa th Ä, 
unde ii VY= U”, fit 


AM 


rn dan 


4. [Urj = aUId] 
Qua adhibita notatione, substituendo (2.) aequatio proposita (1.) in hanc abihit, 
>. 09 = [TJ—- T]U + [T']U°’— ete 
—  ’— ’U+T’U +ete}!}T). 
Cui aequationi satisfit ponendo, 
6. I ee no u ia In a I etc. 

quibus formulis seriei infinitae propositae Coöfficientes alii post alios de- 
terminantur. 


Si U ipsam = involvit, e formula (2.) obtineri possunt aequatio- 
nis (1.) solutiones 2 a se independentes ponendo ipsius I loco successive 
„. Inter solutiones enim sic provenientes extare non 
potest aequatio quippe quae etiam locum haberet si statuitur U=0 sive x 
ipsarum 2,5 25 2... 2, functioni aequalis; posito autem Ü=0, solutiones 
in quantitates &,, &, .... 2, abire statuimus quae a se independentes sunt 
neque a se dependentes fieri possunt eo quod alia quantitas x earum fun- 
ctioni aequetur. 


IPSaS 2, %r 0... 


Sint variabiles &, 2,, %, .... 2, omnes unius earun functiones quae 
satisfaciant systemati aequationum differentialium vulgarium, 


Ä 
Y BR, 2: Y dx; 


designantibus YV et W binas ipsarum %, X, .... X, functiones, erit e (3.) 
et (7.), 


An 








. da= 4, den 
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rı I +X, ern dein. p © L 

IT = rg te 
m 2E dr + er dr, 
' armer tee. 


ideoque e notatione adhibita, 
| gu eigaegih our 
Er TR 
Unde e formulis (6.) obtinemus, 


dT dY day“ 
/ ‘il — did u 
et rt, en Zr 


Variabiles z, 2, .... 27, si unius earum functiones sunt, functiones etiam 
erunt cuiuslibet earum functionis U, unde I’ pro ipsius U functione haberi 
potest. Cuius functionis differentialia successiva erunt e (9.) ipsae T’, IT” 
etc. sive erit, 
dT d?T d>T 
er A VER ie 
10. T — dU . T mn dU: ’ I rn dU: ? 


seilicet Algorithmi (6.) quibus quantitates I’, I’ etc. formantur iidem sunt 
quibus inveniuntur differentialia, 





eic. 


eic. 


drT 
dUr? 
si et T et U dantur ut functiones variabilium x, ©, .... ©,, inter quas lo- 
cum habenti aequationes differentiales vulgares (7.). Nec nisi aequationes (7.) 


drT 0 
dr determinari pos- 


integratae habeantur ullo alio modo illa differentialia -, 


sunt nisi per Algorithmos (6.). 


Substitutis pr abit series infinita (2.) in hanc, 


d:T 2 d>T U3 
f=1!- Ute: 1.3 08 155 + ee. 


uam e theoremata Tayloriano constat aequari quantitati constanti, 
Videmus igitur aequationis (1.) solutionem quamcunque in quantitatem con- 
stantem abire si inter ipsas X, 7, .... 2, tales constituaniur relationes quae 
aequationibus differentialibus vulgaribus (7.) satisfaciant. Quod absque ullo se- 
rierum infinitaram adiumento patet si repulamus propter aequationem identicam 


nur +X- n. 2 4 u = 0, 








nz 
5 * 
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evanescere ipsius f differentiale 


= LI de + dm. + 3 da,, 


quoties aequationes Sihnliohee (7.) locum rg 2: = si inter ipsas 

L, 2y +... &, locum habent aequationes quaecungue e quibus aequationes diffe- 

rentiales vulgares (7.) deduci possunt, ex iisdem aequationibus sequi debet, 
df =0 sive f = Üonstans. 

Sed de systemate aequationum differentialium vulgarium (7.) eiusque in- 

tima connexione cum aequatione differentiali partiali (1.) fusius in sequen- 

tibhus agam. 





De aequationum differentialium vulgarium simultanearum 
systematis. 


8. 


Systema aequationum differentialium vulgarium simultanearum propo- 
namus forma proportionis, 
1. dz:da, ... da, = A: %: ....:X,, 
designantibus X, X, etc. datas quascunque variabilium z, &, .... z, functio- 
nes. Quaın proportionem locum tenere censeo 2 aequalionun, 


2. XZde—Xda=0, Kde— Ade,=O .... L,de— Xdı,—=0. 
Quamquam in forma proposita differentialia ordinem primum non egrediuntur 
ea pro generali haberi potest, ut ad quam quodvis systema aequationum 
differentialia vulgaria cuiuslibet ordinis implicantium revocari potest. Sit 
primum proposita una aequatio differentialis n* ordinis inter duas variabiles 
zely, 

. ur 
au 


designante Y functionem quamcunque ipsarum X, y et quotientium differen- 
tialium ipsius y usque ad a — 1'"": statuendo 


dy _ „0 
7 Gere: AO 


aequationis propositae locum tenebit proportio 
4. derdyridy! a sr a Ley a LT, 


ubi in functione Y pro differentialibus 7 ponendae sunt quantitates y®. 
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Unde introducendo ipsas y’, y’’ .... y”® ut novas variabiles revocatur 
una aequatio n" ordinis inter duas variabiles ad 2 aequationes primi ordinis 
inter n+-1 variabiles. Si aequationes (4.) comparamus cum (1.), videmus 
eas constituere casum quo pro ipsius 2 valoribus 1, 2 .... n—1 habeatur, 
. Kr 

ipsa X autem unitali aequalis et ultima X, omnium variabilium functio sit. 
Vice versa quoties proponitur huiusmodi systema aequationum differentia- 
lium vulgarium, 

6. dz:d2.:d2, 1... da ,:de, = 1:19:80, 1... 10: Ar, 
id cum unica aequalione 


En Su 


dx” 
convenit, in cuius dextra parte Ä, ipsis %,, 75, .... z, respeclive sub- 
stituenda sunt differentialia, 
ds, dr er, 
Fr Ft 
Prorsus simili ratione formam aequationum (1.) induere potest sy- 
stema aequalionum differentialium vulgarium, 
ne 
di? di? 
ubi in functionibus A, B, etc. differentialia ipsius x ordinem p —1'"", difle- 
rentialia ipsius y ordinem g —1'"" etc. non excedunt. Bursus enim ponendo 
= == 2, ra = y® etc, 
introducantur x’, 2” .... 2P, y', y' 2... y7” ut novae variabiles: 
aequationum propositarum (8.) locum tenebit proportio 
9 dti:da:dx .... da? ":daM:dy:dy' .... dyr?:dy®. 

u 1:2: 2 0. PDA ur Pe mir BER 
R..: ZU. 2 A 
u“. ’ ei 
sunt quantitates x”, y“) etc. Unde introducendo x’, x, etc. ut novas va- 
riabiles, aequationes (8.) ad p+g-+ .... aequationes differentiales vulgares 
primi ordinis revocantur. Aequationes (9.) forma propositarum (1.) gaudent 
earumque casum Conslituunt eum quo X=1 atque pro insequentibus indi- 


cis 2 valoribus, 
» A, = ty 


exceptis valoribus ipsius 2 aliquot intermediis eiusque valore finali i=n, 


—=B_ete. 











ubi in functionibus A, B, etc. differentialibus etc. suhstituendae 
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pro quibus Ä;, non uni variabilium aequalis est sed omnium variabilium 
functioni aequari potest. 


Si differentiales vulgares propositas non immediate ad formam aequa- 
lionum (8.) revocare licet, id semper per idoneas differentiationes et elimi- 
nationes fieri poterit. Ut exemplum simplex tradam, proponantur duae 
aequationes, 

10. 0, 00, 
siotque ipsarum x et y diflerentialia altissima quae in iis obveniunt, 
d’x d’y 
"7 A" 
quorum utrumque alteraın afficiat aequationem u—=0, altera autem = 0 
eorum neutrum involvat sed altissima ipsarum x et y differentialia quae in 
ea obveniunt sint, 








oO" r ah 





EB „E U 
Far: 8 


Sit i<k, aequatione ve = 0 differentiata ö vicibus successivis, ope ö aequa- 
tionum, 


A 0 | div 
11. dt — OÖ, die — 0, ....... "dn — 0, 
ex aequatione v0 eliminari poterunt differentialia, 
RG d’ x 





dapitı? dir? ne dir ’ 
ita ut altissima quae aequationem = 0 affıciunt differentialia fiant, 


ir 0°y 
ol 





ehr tr! 


Unde ex hac aequatione ei aequalione v = O resolutis erui possunt sequentes, 

dx d’y 

12. Fe pe A, Be — 

dt 
in quibus et A et B nonnisi differentialia iis quae ad laevam posita sunt 
inferiora involvunt. (Quae igitur gaudent aequationes forma proposita aequa- 
tionum (8.) ideoque ex antecedentibus etiam ad formam aequationum (1.) 
revocari possunt. Eritque aequationum propositarum = 0, ve=0 systema 
(p+g—)" ordinis. 
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9. 


Demonstravi $. 7. 
I. „per aequationes finitas*) quae aequationibus differentialibus 


vulgaribus, 


1. de:dan ... de, m A: RR, .... X, 


satisfaciant, unamquamque solutionem f aequationis differentialis partialis. 


2. x-14X I. + ne AP 


Un 





aequalem ira Constant” 


Scilicet fit, 


df = erg on +30, 


quae expressio evanescit, si dx, de, etc. eandem rationem inter se tenent 
atque quantilates A, X, etc. simulque functio f aequationi (2.) identice 
satisfacit; ubi autem df=0, fit 
3. f = Constans. 

Propositionis praecedentis exceptiones haberi possunt si fieri potest ut per 
n aequaliones simul omnes +1 quantitates X, A, .... Ä, evanescentes 
reddantur, vel si evenit ut per aequationes illas finitas differentialia functio- 
nis f partialia in infinitum abeant, quippe quo casu df indueret formam ex- 


. ” . “ 0 . . > . . . 
pressionis indeterminatae —. Quibus de exceptionibus singularibus hic 


non agamı. 
Aequationis (2.) cum extent nsolutiones a se independentes, sequi- 
tur ex antecedentibus per aequationes inter variabiles x, x, ete., e quibus 
aequationes differentiales vulgares, 
2:00, 2: 10, u Ar... A, 
deducere liceat, evadere n solutiones aequationis (2.) a se invicem inde- 
pendeittes aequales Constantibus. Vice versa habetur Propositio: 
II. „Si nsolutiones a se independentes aequationis diflerentialis 


partialis, 








x-L+ X, 4 ee 


dx 





*) Aequationes finitae dieuntur, quae sunt inter solas variabiles dependentes et 
independentes neque earum differentialia involvunt. Si quotientes differentiales pro 
novis variabilibus sumuntur, fieri potest ut eadem aequatio modo pro aequatione finita, 
modo pro aequatione differentiali habeatur. 
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aequales ponuntur Constantibus Arbitrariis, habentur inter n-+1 varia- 

biles x, x, .... x, aequationes 2, e quibus deducere liceat n aequalio- 

nes differentiales vulgares, 

darda, :.0 de, ee Kill, ou Do 

Ad Propositionem antecedentem demonstrandum supponamus, ipsam A’ non 
identice evanescere. Sint aequationis differentialis partialis propositae so- 
lutiones a se independentes, fi, % »+++» f», quae respective Constantibus 
Arbitrariis @,, &% .... &, aequales ponantur; sequitur ex aequationibus, 


5. Jh — Gy f: m (2, .“.» 6% 5 Gen 0 
differentiando : 
at fı ofı ofı 
() — or dx dx, dx, + da, dx; ...»> + On dx, 














a of: of of 
u Fe: Ofn O fr Of 
0 — dx dx + ox, dx, + 0x, dx, .... 72 dx,. 


Aequationes praecedentes habeamus pro n aequationibus linearibus quarum 
incognitae sunt r quanlitates da,, dx, .... dx,; secundum (2.) satisfit 
aequationibus illis ponendo 


—— 2 A 


u. dx, —— y de; dx; = I, 


A 
guae cum aequalionibus differentialibus vulgaribus propositis conveniunt. 
Unde vice versa ex aequationibus (6.) necessario sequuntur aequationes (7.). 
Aequationum enim linearium quarum idem atque incognilarum numerus sen- 
per unica tantum habetur resolutio si earum non evanescit Determinans; 
aequationum (6.) autem Determinans, 


ofı Of: Ofn 
z+ A ii 


vidimus $. 5. non evanescere ipso Ä non identice evanescente. 


dx, ern Ui u dx, 











Quantitates &,, & «+... &, cum ut Constantes Arbitrariae valores 
quosceunque induere possint et ipsae pro varzabikbus independentibhus haberi 
possunt, ita ut aequaliones finitae quae aequationibus differentialibus pro- 
positis (1.) salisfaciunt, praeter ipsas x, &,, &% .... x, adlıuc n alias in- 
dependentes variabiles involvere possint, quae neque ipsae neque differen- 
tialia earum respectu sumta aequaliones differentiales propositas afficiunt. 
Variabilium illarum novarum independentium &, & »... &, loco functiones 








1. 0. 6. J. Jacobi, Dilucid. de aequat. diff. vuly. system. 4 


earum quaecunque n a se independentes ß,, ß -... ß, in aequationibus in- 
tegralibus introduci sive pro Constantibus Arbitrariis sumi possunt. Quo 
idem assequimur ac si in aequationibus (5.) ipsarum fi, fr -... f, loco functio- 
nes earum n a se independentes pro aequationis differentialis partialis su- 
mimus solutionibus quae Constantibus Arbitrariis aequentur. 


10. 


Propositis aequationihus differentialibus vulgaribus, 
1... de:da, .slsda, a A:dı 0, , 


earum aequationes integrales dicuntur n aequationes finitae e quibus pro- 
positas deducere licet, et dicuntur illae aequationes iniegrales completae si 
n Constantes Arbitrarias involvunt, qu&e ad minorem numerum revocari non 
possunt. Sint ß,, ß2 »».. ß, Constantes Arbitrariae quas aequationes in- 
tegrales completae involvunt, aique sint rursus 


EEE - 


solutiones a se independentes aequationis differentialis partialis, 
a of of of 
2. 0= I, + &,5,- ...+Ä, 


On? 
quas ab omnibus Constantibus Arbitrariis vacuas suppono. Secundum 
Prop. I. $. pr. per aequationes integrales propositas fieri debent fı, fa ...- f. 


Constantibus aequales, 
Us U, ..% * * Uns 


quae erunt ipsarum fı> Pa +.»- 2, functiones. Aequationes quae hac ratione 


obtinentur, 
>. f 0, SE 6 00. fa 


cum a se invicem independentes eodemque numero sint, locum tenere pos- 
sunt aequationum integralium propositarum,. Quae cum completae esse sup- 
ponantur, fieri debeni &,, &, .»... a, ipsarum ß,; Br »... ß„ functiones a se 
independentes. Nam si foret earum una, a, reliquarum a, &, +»... Au, 
functio, ipsas praeterea ,, ß, etc. non implicans, sequeretur aequationes 
integrales propositas revocari posse ad alias, Constantium Arbitrariarum 
Bıs Pa +++ + Pa functionibus &, & .... &. aflectas neque praeterea ipsas 
ß, etc. implicantes. Unde illis ipsarum ß, etc. functionibus pro Constanti- 
bus Arbitrariis sumtis revocarentur aequationes integrales propositae ad 
alias minore Constantium Arbitrariarum numero affectas, ideoque secundum 
definiiionem positam non essent completae. 
Crelle’s Journal d.M. Bd, XXIII. Hit. 1. 6 
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Si &ı5 Gr»... &, sunt ipsarum ß,, Br ++... ß„ functiones a se inde- 
pendentes, etiam ß,, Pr »... ß, ipsarum &,, & .... @, functiones a se in- 
dependentes sunt. Uude e (3.) sequitur, 

4. A=F,ßR=R...Pp,=H, 
designantibus F,, #3 .... F, ipsarum fi, & --»- f„ functiones a se inde- 
pendentes. Itaque ipsae quoque F,, F, etc. erunt aequationis (2.) solutio- 
nes a se independentes ($. 5.) sive habetur Propositio : 

I. „Aequationibus differentialibus vulgaribus, 
dz:da, ..... da, = AK: KL 1.4, 
quocunque modo complete integratis, aequationes integrales completae 
Constantium Arbitrariarum respectu resolvi possunt et variabilium fun- 
ctiones n quibus ea resolutione Constantes Arbitrariae aequales eva- 
dunt, solutiones sunt a se independentes aequationis differentialis partialis, 


öf of RER 
X +... +, =0 


x, O&n 

Generaliter quoties » quantitates ope n aequationum determinaniur seu per 
alias quantitates easdem aequationes afficientes exprimi possunt, non fieri 
potest ut ex aequationibus illis deducatur aequatio ab omnibus illis » quan- 
titatibus vacua sive e qua quantitates illae omnes eliminatae sint. Quippe 
quae aequatio nihil contribueret ad quantitates determinandas unde 7 quanti- 
tates n—1 aequationibus determinarentur quod fieri nequit. Hinc e Pro- 
positione I. haec sequitur: 

I. „Ex aequationibus integralibus completis nulla deduci potest 
aequatio inter solas variabiles x, x, .... x, e qua omnes Constantes 
Arbitrariae eliminatae sint vel si habetur aequatio ab omnibus Con- 
stantibus Arbitrariis vacua necessario identica erit.” 

Ex naequationibus integralibus non deduci posse aequalionem ab omnibus 
variabilibus vacuam vix monitu opus est. Etenim ad aequationes integrales 
perlinere non potest inter solas quantitates constantes aequalio, qua reiecta 
tantum a — 1 adessent inter variabiles x, x, etc. aequationes e quibus n aequa- 
tiones differentiales propositae vel n aequationes finitae (3.) deduci non pos- 
sunt. Qua de re si proponuntur quaecunque m ex aequationum integralium 
numero, earum ope m variabiles per reliquas determinare licet, quippe quae 
tum demum non succederet determinatio si ex aequationibus propositis flue- 
ret aequalio ab omnibus variabilibus vacua. Eadem de causa patet, si pro- 
ponantur quaecunque m ex aequationum integralium complelarum numero, 
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earum ope % Constantes Arbitrariae et m—.k variabiles per reliquas varia- 
biles et Constantes Arbitrarias exprimi posse. Nam secundum antecedentia 
quaecunqgue ex aequationibus integralibus completis deducatur aequatio neque 
variabilibus neque Constantibus Arbitrariis simul omnibus vacare potest. 
Unde ex unaquaque aequatione de aequationibus integralibus completis de- 
ducta sive variabilis sive Constans Arbitraria determinari potest, et huius 
vel illius valore in reliquis aequationibus propositis suhstituto eiusmodi de- 
terminationes continuari possunt usque dum tot Constantes Arbitrariae ei 
variabiles per reliquas Constantes Arbitrarias et variabiles determinatae 
sint quot sunt aequationes proposilae. 


Propositis aequationibus ad aequationum integralium completarum sy- 
stema pertinentibus, totidem quidem Constantes Arbitrariae vel variabiles 
iis determinantur sive per religuas exprimi possunt, sed non semper Con- 
stantes Arbitrariae vel variabiles, quae aequationibus illis integralibus de- 
terminentur ex arbitrio sumi possunt. Fieri enim potest, ut aequationes illae 
variabilium vel Constantium Arbitrariarum quasdam omnino non involvant. 
Qua de re operae prelium est hanc addere Propositionem : 


III. ,„Aequationibus differentialibus, 
dxe:dx, .... de, = A:A, .... E, 
complete integratis, nisi X zdentice evanescat semper variabiles x,, 
%, 2... 2, per x et Constantes Arbitrarias exprimere licet, quae va- 


riabilium X, &, .... X, expressiones Constautium Arbitrariarum respectu 
a se independentes erunt.” 


Vidimus enim $.5., nisi Ä identice evanescat, ipsas &,, X, .... 7, per 
fi» fa »-:- fa, © exprimi posse; aequalionibus integralibus completis autem 
ipsae fi, fa -«»- fu Constantibus Arbitrariis aequantur unde Propositionis 
pars prior liquet. Inventae pro ipsis z, etc. expressiones si Constantium 
Arbitrariarum respectu a se non independentes essent, inveniri posset inter 
2, 0, &r 200. 2, aequatio a Constantibus Arbitrariis vacua, quod secun- 
dum I. fieri non potest. 


Functionum a se independentium cum non evanescat Determinans 
(v. Comm. de Determinantibus functionalibus), sequitur ex antecedentibus, 


non evanescenute X, Determinans 
0x, 9%, O&n 


da, . da, sv... da, * 





z4+ 
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non evanescere, siquidem «,, @, etc. sunt Constantes Arbitrariae per quas 
ipsamque x exprimuntur variabiles z,, ©, .... 2. 


Mentionem hie iniiciam Paradoxi, quod errori locum dare possit. 
Ipsa enim Ä non ödentice evanescente quaeritur, an per aequationes inte- 
grales evanescere possit sive an unquam fieri possit ut aequatio, 

ze: 0 
ex aequationibus integralibus completis deduci queat Constantibus Arbitra- 
riis valores tribuendo particulares. Quod non fieri posse videtur. Nam si 
inter aequationes integrales habetuor, X=0, et quod suppono non simul 
onnes etiam reliquae quantitates ÄA,, A, .... Ä, evanescunt, sequitur eX 
aequationibus differentialibus propositis, 
BED, TE, EUR, see Ba 


fieri 
x = Const. 


Quoties autem X non identice evanescit, secundum III. variabiles omnes 
per ipsam x exprimere licet, unde si & Constans esset, reliquae etiam omnes 
quantitates &,, 2, »... 2, Constantes evaderent, ideoque ex 2 aequationibus 
integralibus sequeretur, n—-1 quantitates ©, &, .... X, Valores constantes 
habere, quod absurdum est. Nihilo (amen minus innumera in promtu sunt 
exempla quae docent sane fieri posse ut ipsa Ä non identice evanescens 
per aequationes iamen integrales particulares evanescat. Sit ex.gr. X =, 
A,= x, sive sit: 
dze:de, = 2:23 
haec aequatio differentialis complete integratur aequatione, 
z = 40, 
in qua pro Constantis Arbitrariae & valore particulari & = 0 sequitur, 
Zmaz=0 
Solvitur paradoxon observando fieri posse, ut in aequatione aliqua, 
z,; == D(z, a, & +... u); 
IpSis 2, &,, & »... &, valores constantes particulares tribuendo functio ® 


0. : . 
formam o Jaduat, quo casu ex aequatione praecedente non sequeretur ipsam z; 


quoque fore Constantem, quod supra conclusi, sed ea aequatione in hanc 
0=0 redeunte omnino nihil de quantitate 2; pronunciaretur. Plerumque 
autem si sequentibus de valoribus particularibus sermo erit Constantibus 
Arbitrariis tribuendis, tacite excludam valores quibus eiusmodi indeter- 
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minationes subnascantur, quae exceptionibus a regulis generalibus tradendis 
locum dare possunt. 


11. 


Quaecunque n aequationes finitae satisfaciant aequationibus differen- 
tialibus vulgaribus (1.) $. pr., earum ope aequationis (2.) $. pr. solutiones 
a se independentes fi, fr ---. f» aequantur Constantibus ($. 9... Quae 
Constantes quas TUrSUS &,, &% .... &, vocemus per Constantes Arbitrarias 
exprimuntur quibus aequationes integrales propositae afficiuntur. Quae si 
Constantes Arbitrariae sunt numero 7, 


ßı; ß. FRLEAT Ba; 


atque quantitates &,, &% -... @, earum functiones independentes fiunt, ipsae 
a, etc. evadunt Constantes omnino arbitrariae. Et cum magis generale non 
detur quam ut functiones fi, f} -... /, quae per aequationes integrales Con- 
stantibus aequales fieri debent Constantibus Arbitrariis aequentur, eo casu 
aequationes integrales iure dicuntur compleiae. Contra si aequationes inte- 
grales propositae nullas involvunt Constantes Arbitrarias vel minore quam 
n numero vel si involvunt Constantes Arbitrarias numero n vel etiam maiore 
numero, ipsae autem &,, & .... &, earum funcliones non a se independentes fiunt, 
aequationes integrales propositae fiunt particulares. Revocari enim pos- 
sunt ad aequationes (3.) in quibus quanlitates «&,, & »... &,, quae per aequa- 
tiones integrales completas Constantes Arbiträriae fiunt, valores determi- 
natos induunt vel conditionibus subiiciuntur quibus aliae aliis determinantur. 

Proponantur duo aequationum integralium systemata, alterum com- 
pletum Constantes Arbitrarias P,, ßz »... P„ implicans, alterum sive com- 
pletum sive particulare Constantibus Arbitrariis y, , y, ete. affectum. Utrumgque 
cum in aequationes (3.) redeat inter se convenire debet si valores quas 
ds; GA «... d„ pro altero systemate induunt valoribus quas pro altero in- 
duunt aequantur. Pro altero systemate fiunt @,, @ .... @, ipsarum ß,, 
ß, +... ß„ functiones independentes ideoque etiam vice versa ß,, Pr -... ß, 
datae ipsarum &,; &% »... a, functiones; in quibus substituendo ipsarum «,, 
a, etc. valores, quos pro altero aequationum integralium systemate induunt, 
prodeunt valores ipsis ßı, B2 ++-+ P tribuendi ut utrique ipsarum «,, @, etc. 
valores inter se aequales existant, sive ut ex aequationum integralium com- 
pletarum systemate proposito alterum obtineatur. Habemus igitur Pro- 


positionem: 
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I. „E dato aequationum integralium completarum systemate alte- 
rum aequationum integralium systema quodcunque sive completum sive 
particulare provenit Constantes Arbitrarias idonee determinando.” 

Ex eadem Propositione haec fluit: 

II. „Ex n aequationibus inter variabiles z, x, .... X, propositis 
proveniant aequationes differentiales, 

dx, don 


dx 
Io 4, A A, .... ———_— 4,; 


da dx dx 

in quibus singulae A,, A, .... A, variabilium z, z, .... x, functiones 

esse possunt maxime inter se diversae quae per 2 aequationes finitas 

propositas inter se aequales existunt: complete integratis aequationibus 

differentialibus praecedentibus semper fieri potest ut aequationes inte- 

grales inventae Constantes Arbitrarias idonee determinando in ipsas 

aequaliones redeant propositas.” 
Varia quae ex iisdem aequationibus finitis propositis secundum antecedentia 
luere possunt aequationum differentialium systemata complete integrabuntur 
variis aequalionum finitarum systematis inter quae in genere ne minima qui- 
dem similitudo intercedet. Sed omnia haec aequationum integralium syste- 
maia quam maxime inter se diversa pro certis Constantium Arbitrariarum 
valoribus in easdem aequationes propositas redire debent. 


Vidimus $. 8. aequationes differentiales altiiorum ordinum quibus al- 
tissimum cuiusque variabilis dependentis differentiale per ipsas variabiles 
earumque inferiora differentialia exprimitur, 

rang 

di? dt’ 

revocari posse ad p-+g + .... aequationes differentiales primi ordines inter 
variabiles, 





—= DB, etc. 





RE EE 7 YYi. 0 Ye. 
ubı 
ei oir i diy 


Unde etiam Constantium Arbitrariarum quibus ipsarum (1.) aequationes in- 
tegrales compleiae elficiuntur numerus erit p-+g .... sive aequabit summam 
ordinum ad quos in aequationibus differentialibus propositis altissima varia- 
bilium x, y etc. differentialia ascendunt. 

In formam aequationum (1.) quaecunque redeunt aequationes differen- 
tiales vulgares nisi ex iis altissima quaeque differentialia eliminare sive 
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aequationem deducere licet, quae tanium differentialia implicat inferiora altis- 
simis quae reliquas aequationes afficiunt. Unde hanc habemus Propositionem: 


Il. „Quibuscunque propositis aequationibus differentialibus vul- 
garibus e quibus altissima variabilium dependentium differentialia simul 
omnia eliminare non licet, numerus Constantium Arbitrariarum quas 
integratio completa requirit aequabit summam ordinum ad quos singu- 
larum variabilium differentialia in aequationibus propositis ascendunt.' 

Aequationes differentiales vulgares si non gaudent forma in Prop. pr. sup- 
posita, semper per idoneas differentiationes et eliminationes ad eam formam 
revocari possunt ideoque etiam ad aequationes differentiales primi ordinis 
sicuti $. 8. monui. Hinc Theorema 1. generalius sic proponi potest: 


IV. „E naequationibus inter a-++1 variabiles propositis per ile- 
ratas differentiationes, ipsis quoque aequationibus finitis propositis in 
usum vocalis, quaecunque 2 deducantur aequationes differentiales vul- 
gares cuiuslibet ordinis differentialia implicantes, his complete integratis 
seınper Constantes Arbitrarias sic determinare licet ut aequationes in- 
tegrales inventae in ipsas redeant aequationes propositas.” 

Singularibus casibus quorum $. 9. mentionem inieci praecedentis gravissimi 
theorematis exceptiones locum habere possunt, sed haec est ampla neque 
adhuc perfecta materies quam hoc loco non tangam. 


12. 


Determinatis variabilibus z,, &, .... z, ut unius 2 funetionibus, va- 
lores quos variabiles vel earum functiones induunt si statuitur U vel 
ipsi x alius quilibet valor particularis x’ tribuitur, earum appellamus valores 
initiales. Illam ipsarum z,, 2; .... 2, determinationem aequationum semper 
integralium ope fieri posse, nisi X identice evanescat, $. 10. III. vidimus. 
Sint aequationes integrales completae, Constantes Arbitrarias a, , & ...- &. 
involventes, e quarum resolutione proveniant aequationes, 

ua Dil, u, ir cr) 
secundum eandem Propositionem III. 8.10. erunt 
Ddı, D .... D, 
ipsarum 4, & +... %, respectu a se independentes. Quod eum pro ipsius 
valore indeterminato valeat, etiam pro 
z m a 
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valere debet. Unde si vocamus, 
MR inet) 
ipsarum 2), %2 x... 7, valores initiales ita ut sit, 
z' = Da, Ay Ur 2.0. Au) 
erunt &, 2% »... ©, Ipsarum d, üa »... d, functiones a se invicem inde- 
pendentes, ideoque pro systemate Constantium Arbitrariarum sumi possunt. 
Sunt quantitates, 
ste are 
Bi. Was M..e 6 aa 

bina valorum variabilium simullaneorum systemata, quorum alterum si va- 
lorum initialium systema vocamus, alterum si placet valorum finalium sy- 
stema vocari potest. Introducendo alterum ut systema Constantium Arbi- 
trariarum videmus, 

„per integrationem completam n aequationum differentialium vulgarium 

primi ordinis inter n-+-1 variabiles, obtineri % aequationes inter bina 

quaecunque valorum variabilium simultaneorum systemata.” 
Ouae forma aequationum integralium completarum, qua inter valores varia- 
bilium finales et initiales proponuntur, prae ceteris memorabilis est. Nam 
cum bina illa systemata valorum variakilium simultanueorum binis quibus- 
cunque ipsius x valoribus x, et x respondeant, alterum systema cum altero 
commutare licet. Unde hanc habemus Propositionem : 

„In unaquaque aequationum integralium inter variabiles z, r,.... 7, 
earumque valores initiales &/,2 ....2, propositarum ipsas 2,2, .... 7, 
respective cum ipsis 2, 2, .... X, commutando aut aequatio immutata 
manet aut alia obtinetur ex aequationum integralium numero.” 

Proposuimus antecedentibus duas formas praecipuas quibus aequationes inte- 
grales completae exhiberi solent, quarum alter exprimuntur variabiles omnes 
ut earum unius atque Constantium Arbitrariarum functiones, alterä assignan- 
tur funetiones solarum variabilium singulae singulis Constantibus Arbitrariis 
aequales. In genere molestae requiruntur aequationum resolutiones ut aequa- 
tionum integralium completarum forma altera ad alteram revocetur. Quoties 
autem aequationes integrales completae inter variabilium valores finales atque 
initiales exhbibentur, istarum resolutionum locum tenere potest facillima va- 
lorum initialium cum finalibus commutatio. Inventis enim ipsarum 2,, 2, .... 7, 
per 2, @, 2) .... ©, expressionibus, 
= dl, 0, u, m... 2) 
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secundun antecedentia valorum finalium et initialium commutatione, statim 
habetur aequationum integralium forma altera per formulas, 
= dl, 2 2, 2er... 2) 
Adnotandum autem est illam commutationem requirere ut ipsi x” non valor 
particularis veluti 2’=0 tribulus sit sed ipsa =’ quaque perinde atque re- 
liquae Constantes x), 23 etc. indeterminata manent. Est tamen casus quo 
etsi ipsi x’ valor particularis veluti z’= 0 tributus sit, nihilominus altera 
aequationum integralium forma ex altera, sola elementorum commutatione, 
obtineatur. Ponamus enim in aequationibus differentialibus propositis, 
dz:daz, ...:dae, = X: A, ... X, 
omnes Ä, A, .... A, variabili x vacare: aequationes differentiales propo- 
sitae nullo modo mutantur ipsam = quantitate constante augendo vel dimi- 
nuendo; unde in aequationibus quoque integralibus ipsam = quantitate con- 
stante augere vel diminuere licet. Exbhibitis igitur aequationibus integrali- 
bus inter 2, ipsas 2,, 2,....2, earumque valores ipsi 2= 0 respondentes, 
ipsi x substituendo 2— x’ erunt x), z% .... x, variabilium z,, 2; .... x, 
valores ipsi ©— x" =0 sive ipsi 2 = z’ respondentes. Hac ratione ex 
unaquaque aequatione integrali, 
BT la re a Ar 0, 
obtinetur aequalio, 
2: HP er ee) ee 
Ipsas 2, 2, .... 7, respective cum X’, 2; .... 2, commulando ex aequa- 
tione praecedente (2.) eruitur altera, 
. a Ei, re rer u)  O 
Si in hac ponimus z&’=0 ut rursus sint x, etc. variabilium x, etc. valores 
ipsi z=0 respondentes, fit 
4. Dorn, u 2 re I 0 Er 0) = © 
Unde casu proposito si Constantes x; efc. ipsarum x, elc. valores ipsi 
x=0 respondenies designant, ex unaquaque aequatione integrali (1.) fluit 
aequatio integralis (4.), sive habemus Propositionem : 
III. ,„Propositis aequationibus differentialibus, 
dx:da,:ds, ....:dae, = A:A,:A, ....:Ä,, 
in quibus omnes X, A, etc. variabilem x non involvant, ex unaquaque 


aequatione integrali inter ipsam x, variabiles x,, x, .... x, earumque 
valores x, x, .... x, ipsi =0 respondentes fluit altera, variabiles 


Crelle's Journal d. M. Bd. XXI. Hit. 1. 7 
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x, etc. cum valoribus earum initialibus x) etc. commutando simulque 
mutando x in — x.” 

Casus propositus quo omnes A, A, etc. variabilem x non continent 
eliam eo distinguitur quod aequationum differentialium integrandarum numerus 
unitate minor fiat, et sola insuper requiratur Quadratura. Etenim complete 
integratis a—1 aequationibus differentialibus, 

da,:daz ....:dae, = A: .... X, 


quae sunt inter solas variabiles x,, ©, .... x„, per earum unam x; et 
n—1 ÜUonstantes Arbitrarias exprimantur X et Ä;, invenitur 2 aequatio 
integralis solius Quadraturae ope per formulam, 


> A ac =T n dx;, 
1 
ubi x’ est n'* Constans Arbitraria.” 


Aequationes differentiales vulgares de aequationibus finitis propositis 
deductae si complete integrantur, vidimus $. 11. Constantes Arbitrarias sic 
deierminari posse ut aequationes integrales inventae in ipsas redeant aequa- 
tiones proposilas. Illa determinatio commode fit si ex aequationibus pro- 
positis valores variabilium eruuntur ipsi = 0 seu alii ipsius x valori par- 
tieulari respondentes iique valores in aequationibus integralibus inventis sub- 
stituuntur. Quo facto ipsae habentur aequationes quibus Constantes Arbi- 
trariae determinandae sunt ut ex aequationibus integratione inventis propo- 
sitae proveniant. Est ista differentiatio et redintegratio polens artis Ana- 
Iyticae instrumentum quo omniae transformationes, determinationes, evolutio- 
nes in series infinitas obtineantur. 


De Constantibus Arbitrariis supervacaneis. 


13. 


Si in aequationibus integralibus, inter variabiles x, x, ....x, earum- 
que valores initiales ©’, x? .... x exhibitis, ipsa x’ quoque indeterminata 
manet, aequationes illae » +1 Constantes Arbitrarias involvunt ideoque maio- 
rem numerum quam completa integratio poscit. Quin adeo nihil impedit 
quin numerus Constantium Arbitrariarum in singulis aequationibus adhuc 
maior vel etiam infinitus sit nec nisi religquarum aequationum integralium 
adiumento ad minorem numerum revocari possit. Veluti si duae habentur 
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aequaliones, 
1. u=&ü, v=ß, 


designantibus & et ß Constantes Arbitrarias, iis substituere licet has, 
2. Deo) = N, Lu, vo) = 0, 

designantibus ® et Y ipsarum 4, v functiones arbitrarias, quae Constantium 
Arbitrariarum numerum infinitum involvere possunt. Quamquam inde nullo 
modo generalitatem augebimus quia e binis aequationibus simultaneis (2.) 
sequitur % et v Constantes esse, ideoque quemcunque Constantium Arbitra- 
riarum numerum involvant magis generale ex iis sequi non potest quam « 
et v Constantes Arbitrarias esse. Aequationes autem integrales quemcunque 
Constautium Arbitrariarum numerum involvant semper ad alias revocari 
posse quae non plures quam n Constantes Arbitrarias contineant facile patet. 
Aequationum enim integralium systema quodceunque vidimus convenire cum 
aequationibus sequentibus, 

3. fi = &; fh = % „ne. fu. = 
ubi fi, fi -.-. f. sunt functiones a se independentes, ab omnibus omnino 
Constantibus Arbitrariis vacuae, ipsae autem a&,, &% »... &, Constantes quas 
si arbitrarias ponimus, maximum generalitatem assecuti sumus. 

Propositis variabilium x, x, etc. expressionibus Constantes Arbhitra- 
rias involventibus quaerendum erit, an Constantium Arbitrariarum loco minor 
numerus functionum earum in expressiones propositae introduci possit: quod 
enim si fieri potest, has functiones novis Constantibus Arbitrariis aequando, 
Constantes Arbitrariae in expressionibus proposilis ad genuinum numerum 
revocatae erunt. Veluti designantibus & et & Constantes Arbitrarias si ex- 
pressiones variabilium x, x, etc. quantitate 

+ P 
afficiuntur, dicemus eas unicam tantum involvere Constantem Arbitrariam 
y=a+tP. Si aequationes Coustautibus Arbitrarüs aflectae inter va- 
riabiles x, x, etc. proponuntur atque Constantes Arbitrariae in singulis 
aequationibus propositis per se consideratis ad minorem revocari non possunt 
numerum, id tamen in aequationibus idonee inter se combinatis locum habere 
posse vidimus. Ut iustus Constantium Arbitrariarum numerus quo systema 
aequationum natura sua affıci debeat eruatur, redigatur systema in eam for- 
mam qua totidem variabiles quot sunt aequationes per reliquas variabiles 
et Constantes Arbitrarias exprimuntur: quibus in expressionibus si Con- 
stantes Arbitrariae ad minimum numerum revocantur, is quoque genuinus 


ri 
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numerus Constantium Arbitrariarum erit quo sysiema aequationum proposi- 
tarım affieitur. Unde vice versa semper in aequalionibus in formam illam 
redactis Constantes Arbitrariae ad eum numerum revocari possunt qui sy- 
stemati aequationum propositarum genuinus est. (uoties in sequentibus de 
numero Constantium Arbitrariarum sermo erit quem expressiones aut aequa- 
tiones propositae Continent, semper genuinum numerum intelligam seu mini- 
mum ad quem eas revocare liceat. Sequitur ex antecedentibus, aequatio- 
nibus integralibus completis ea forma exhibitis qua variabiles omnes per 
unam earum atque Constantes Arbitrarias exprimuntur, Constantes Arbitra- 
rias in expressionibus illis semper ad numerum n revocari posse, neque igi- 
tur ad eam rem alia aequationum combinatione opus esse. (Quod etiam patet 
si reputamus illas variabilium expressiones ex aequationibus (3.) deduci 
posse ad quas aequationes integrales quascunque revocare lice, Habemus 
igitur hanc Propositionem : 


I. „Integratis aequationibus differentialibus 
Bid, nr A I er ss 
exprimantur &, &%2 »... x, per x atque Constantes Arbitrarias: ex- 
pressiones inventae, 
Dil) = x, 

plures quam » Constantes Arbitrarias involvere nequeunt.” 

Fixpressis ex. Sr. 2,5% +... x, per x atque valores initiales &°, x’, x’ ....x°, sit 
. ns md we, 

ut n-+1 Constantes Arbitrariae in illis expressionibus ad iustum numerum r 


revocentur, ponatur in (4.), <= 0 ac vocentur ipsarum &, X .... x, fun- 
ctiones pro indicis © valoribus 1, 2 ..... 2 provenientes 

) v OD. 

1» = . 0 ..o n ® 


Fieri debet ut expressiones (4.) per x solasque ©}, ®2 .... © exhiberi 
possint nec Constantes Arbitrarias x, % .... x, contineant nisi quatenus 
in illis earum n functionibus ®}, © .»... P, insint. Unde ubi x pro Con- 
stante, solae x’, x) .... x pro variabilibus habentur, erunt expressiones 
®; ipsorum ©, ©} .... ©) functiones. Quod secundum Propositionem no- 
tam (v. Comm. de Determ. funet.) exprimitur per aequalionem quae pro 
ipsius x valore indefinito identice locum habere debet, 


. (= 2+ 9 Im Op , Im 


d8, dar dar tt De 


Haec aequatio etiam sequente ratione demonstrari potest. 
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Ponamus commutando variabilium valores finales et initiales abire ®,, 
®} etc. in ®;, D’; secundum $.pr. illa commutatione prodit e (4.) Integrale, 


x = Da”, 2, 0 .... %); 
sive ponendo z’=0, 
x, =D (x, a .... 2) 


Aequationes praecedentes differentiatae per aequationes differentiales pro- 
positas identicae fieri an. un prodeunt aequationes zdenticae, 








. = Ri ep a 3 
xyz 23 ind 
dx, FE 


In aequatione posteriore si x; mutamus in x‘; prodit aequatio, 


SB 2 


x, En 
siquidem ea commutatione te e in A) abeunt. E formula prae- 
cedente tribuendo indici 2 valores 1, 2 .... 2 proveniunt 72 aequationes, 
ipsarum A’, X, etc. respectu lineares quarum ope raliones quas hae quan- 


titates inter se tenent exprimi possunt per Üoefficientes 2 . &Atque per 
k 


notas theoriae aequationum linearium formulas invenitur, esse A, X)... A, 
inter se ut quantitates consitantes quae in Determinante evanescente (5.) 


ltiplicantur respective a en. 99 
multiplica respeclive per 5,» ga," Um 














. Unde aequatio (5.) 





demonstranda hanc induit simpliciorem forman, 
9p; ep; op, 
T. et. taz ta 
Haec autem formula e priore formularum (6.) obtinetur rursus commutando 
T, X 200. 2, cum Z, 2 2... 2%. E formula praecedente tribuendo in- 
dici ö valores 1, 2 .... 2 prodeunt # aequationes identicae, quibus differen- 
tiatis ipsius & respectu alia similes prodeunt. 
Aequatio differentialis n' ordinis inter duas variabiles © et y semper 
ad n aequationes differentiales primi ordinis inter variabiles, 


ı —1 
T, Y»sY ou... y“ ), 





revocari potest siquidem, 


Oo 
[Ü) Br 
y - or 
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Unde e Propositione I. haec sequitur notissima, 

„Integrata aequatione differentiali n" ordinis inter z et y ex- 
pressio ipsius y pro x plures quam r Constantes Arbitrarias non in- 
volvere potest.” 

Haec propositio saepius non recte eo concluditur quod ex n-+1 aequationibus, 


öF(lX) u __ 9?Fie) m _ "F(e) 
O2 ’ dr: .... ser 


e quibus aequatio differentialis n“ ordinis proposita resultare debet, non 
plures quam n quantitates eliminari possint. Sane fieri potest ut e numero 
n—-1! aequationum plures quam n Constantes Arbitrariae eliminari possint 
quamvis nullo modo ad minorem eas numerum revocare liceat. Cuius rei 
exempla per totum Calceulum Integralem frequentissime obveniunt. Pro- 
posita ex. gr. inter x et y aequatione differentiali secundi ordinis huiusmodi, 


8. Lemay) 
cui satisfaciat aequatio integralis, 








a , \ in 
Y Te F(x), Y BR 





y=0(e), 
resultare debet (8.) e duabus aequationibus inter se combinatis, 
: d?p(x) 
y=Ppiae), "= or 


Neque recie concluderetur ipsam P(x) unicam tantum Constantem Arbitra- 
riam involvere posse quia unam tantum quantitatem e duabus aequationibus 
praecedentibus eliminare liceat. Bene enim constat ipsius D(x) expressio- 
nem completam duas involvere Constantes Arbitrarias quae nullo modo ad 
unam revocari possint. Et ex aequatione P(z,y,2)=0 ope aequationum 





Bee Dar ETF 
0x 02 08 oY 02% oy ’ 
[unetionem arbitrariam eliminari posse constat quae Constantes Arbitrarias 
uumero infinito involvere potest nullo modo ad finitum numerum reducendas. 

Cum ad eam formam qua aequationes differentiales vulgares propo- 
suimus quodeunque aequationum differentialium systema revocare liceat e 
Propositione I. generalior sequitur, 

II. „Aequationum differentialium vulgarium systemate quocunque 
integrato, dependentium variabilium per independentem expressiones non 
maiorem numerum involvere possunt Constantium Arbitrariarum, quam 
qui ad completam integrationem requiritur.” 

UÜt aequationum integralium completarum definitio supra proposita 


($. 9.) ad eum extendatur casum quo in iis Constantes Arbitrariae insunt 
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supervacaneae, hoc est maiore numero quam ad completam integrationem 
necessario requiritur, aequationes integrales completas definire licet ut tales, 
e quibus Constantes Arbitrarias eliminare non liceat, sive e quibus nulla 
deduci possit a Constantibus Arbitrariis omnibus vacua. Qua sequitur de- 
finitione Constantium Arbitrariarum quibus aequationes integrales completae 
afficiuntur numerum ipsum 2 aut aequare aut superare ac semper aequalio- 
num integralium completarum beneficio earum n per ?psas varzabiles ew- 
primi posse. 
Sint illae expressiones, 
8. A = HF, eh sn a 
functiones F\, etc. Coustantibus Arbitrariis, ß,, Ba «++. ß,, prorsus vacant 
sed alias involvere possuut Constantes Arbitrarias, 
A RR 

Quae erunt supervacaneae neque generalitatem augebunt sive arbitrarie po- 
nantur sive valores particulares induant. Nam ex his quae $. 8. demon- 
stravi sequitur fieri #,, Fr .... F, functiones «a se äindependentes ipsarum 
fi; fr »-.. f, Constantibus Arbitrariis non affectarum. Eruntque F\, F\.... F, 
a se independentes si Constantibus B,+ı, P.+. quibus afliciuntur valores 
tribuantur particulares quicungue; nam dicendo cas Constantes esse Arbi- 
trarias hoc ipsum innuitur valores iis tribui posse particulares quoscunque. 
Quoties autem sunt F\, Fr} .... F\, functiones a se independentes, aequatio- 
nibus (8.) integratio completa continetur seu maxima generalilate gaudens, 
quam igitur assequimur eliamsi ipsis ß,,, etc. valores particulares {ribuantur. 
Modo certi excipiantur valores particulares pro quibus evenire potest ut 


. 0 > . . 
functiones F, etc. formam — induant vel ipsae F, etc. non amplius a se 


independentes sint. Veluti si habentur duae functiones, 

F —_ +ffhrtrl: ” _ «+ Ph trt 
ö+ef,+cfr’ drehte’ 
designantibus o, ß etc. Constantes Arbitrarias sane dicemus F\, et F}, fun- 
ctiones ipsarum f, et fs a se independentes, quamvis poo=l!=u"=l}—=0 
vel pro aliis ipsarum «, ß etc. certis quibusdam valoribus secus eveniet. 

Sequitur ex antecedentibus haec quoque Propositio: 


„Sit y functio ipsius = atque aliarum n quantitatum &,, &n.... &,, 


Ö iy 


quae non ad minorem numerum revocari possunt; posito Y'=+;: 








erunt y, y’ .... y=” ipsarum &, &% ++. 4, respeclu a se indepen- 
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dentes, sive inter &, y, y’ .... y" non dabitur aequatio ab omnibus 
5; Gr our. G, Vacua; unde etiam non fieri potest ut identice evanescat 





Determinans, 
>54 oy oy’ Oyr-D 
a Fe Fe 


Unde vice versa eo Determinante evanescente ipsas &,, &ı »... d, ad 
minorem numerum revocare licebit sive exprimi poterit y per x ipsa- 
rumque &; &r »... &, functiones minore quam n numero.” 
Nimirum si daretur inter ipsas 2, Y, Y’ .... y'”"” aequatio ab omnibus «,, 
&r 2... &, vacua haberetur ipsius 2 functio y, aequationi differentiali n —1“ 
ordinis satisfaciens atlque n Constantes Arbitrarias involvens, quod fieri non 
potest. Propositio similis de pluribus ipsius x functionibus y, z etc. quan- 
titates @, , @, etc. implicantibus facile constat. Involventibus ex. gr. y et 2 
Constantes Arbitrarias ©+ A, ad minorem numerum non reducendas, functio- 
Des Yu Yo Ye yUD, 2, 25, 2 0... 270 earum respectu a se inde- 
pendentes erunt. Neque vero similis valet Propositio si alia sumuntur dif- 
ferentialia, quam se ordine insequentia. Vidimus enim antecedentibus sane 
dari ipsarum 7, &,, @&, functiones y pro quibus identice fiat, 
u u er = 0 
de, de, da, "de, ’ 
in quibus tamen ipsae a, et «, ad unam quantitatem revocari non possint, 
scilicet functiones integratione completa aequationis 


„lt 








d?y 
rn Dez, Y); 





provenientes. 


14. 


De Constantibus supervacaneis addere placet sequentia. Sint rursus 
fs fr »-»» fm aequationis differentialis partialis, 


. (= XL + An. 


or, On ’ 
solutiones a se invicem independentes, ab omnibus Constantibus Arbifrariis 
vacuae. Proponatur eiusdem aequationis solutio #, Constantibus Arbitrariis 
a, b etc. affecta. Cum quaelibet aequationis (1.) solutio sit ipsarum fı, f etc. 
functio, etiam F' ipsarum fi, fr »--» f„ functio erit, quantitates praeierea 
constantes a, db efc. involvens. Qua iteratis vicibus ipsarum a, 5b etc. re- 
spectu differentiata rursus quantitatum fj, % +++. f„ functiones prodeunt ideoque 
novae aequationis (1.) solutiones. Unde propositam aequationis (1.) solu- 
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tonem F' Constantes Arbitrarias a, b etc. involventem Constantium Arbi- 
trariarum a, b etc. respeclu ileralis vicibus differentiando novae eiusdem 


aequationis (1.) oblinentur soluliones. Idem sequitur ex ipsa aequatione, 
et oF öF 
2. O0 == 8x +ı 35 u... +, 
Quippe cuius Coefficientes A, A, etc. cum quantitates a, b etc. nullo modo 
involvant, aequationem (2.) ipsius @ respectu « vicibus, ipsius d respectu A 
vicibus etc. differentiando eruimus, ss v+A-+....=v, 


ah F ort F art F 
ln LErerErN Be +4: dx, da dbA.... Tre.rA, Oxn da* OR ....* 


Unde aequationis (1.) solutiones etiam expressiones erunt omnes huiusmodi, 
oF 
oa olk.... 
quippe secundum aequalionem praecedentem pro functione f posilae aequa- 


tioni (1.) satisfaciunt. 
Cum aequationis (1.) tantum rn solutiones a se independentes extent, 


OF 
77% Minoremve eorum numerum da- 

















inter F eiusque n differentialia —_, 
Pr 


bitur aequatio solas praeterea a et 5 involvens. Quae haberi potest pro 
aequatione differentiali in cuius solutione F), quae ipsarum a, b etc., fi, f; ---- f, 
functio est, ipsae fi, fr .... f„ vicem gerunt Constantium Arbitrariarum. 
Quaeramus iam quomodo una proposita aequationis (1.) solutione F 
Constantes Arbitrarias a, b etc. involvente, eruantur eiusdem aequationis 
solutiones a Constantibus Arbitrariis vacuae quarum proposita F functio est. 
Quod ita fere solvere licet problema. Huius « vel d etc. respectu differen- 
tiationes instituantur iteratae dum ad differentialia perveniatur quae per ante- 


cedentia ipsasque a et 5 exprimere licet, 





ör _ OF gi F 
3. da! — I1(F, da 0.» dam? a, b a 

OF öF gt F 

zur SUR u en be.) 


etc. etc. eic. 
Indices 2, A etc. numerum » non superabunt, quia ad aequationes praece- 
dentes inter ipsam F' eiusque differentialia obtinendas non plures ex iis 
functionibus quam n quantitates eliminandae sunt, videlicet aequationis (1.) 
solutiones a Constantibus a, db etc. vacuae quarum proposita F functio est. 
Patet aequationum ope praecedentium (3.) cuncta 'ipsius F' differentialia 
ipsarum a, b etc. respectu sumta exprimi posse per ipsas a, 5 etc. alque 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hit. 1. 8 
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huiusmodi differentialia 
olta. F 


god... ’ 
in quibus A<?, a<(k etc. Horum differentialium sit m numerus minimus 
per quae ipsasque a, 5b etc. reliqua omnia exprimantur. Quae si vocamus 


Dis 9 


omnes per ea exprimi poterunt aequationis (1.) solutiones quas ipsarum a, 
b etc. respectu differentiando e proposita F' derivare licet. Quibus e solu- 
tionibus si ipsis a, D etc. valores tribuendo particulares, 

a’, 5’ etc. 





functiones prodeunt, 
0 ) 
19 “ oo...» 98 Es 


hae ipsae erunt aequationis (1.) solutiones quaesitae a Constantibus a, etc. 
vacuae et a se independentes quarum proposita F' functio est. Etenim cum 
F eiusque diflerentialia ipsarum a, 5 etc. respectu sumta per functiones ®,, 
®, .... Q,„ ipsasque a, db etc. exprimi possint, substituendo in illis expres- 
sionibus a= a", b= b’ etc. exhibebimus per P}, © .... D, valores quos 
F' eiusque differentialia omnia ipsarum a, 5 etc. respectu sumta pro a=«), 
b = b’ etc. induunt. Unde functionis F' evolutione facta in seriem infinitam 
secundum ipsarum a— a’, b—b’ etc. polestates potestatumque producta pro- 
gredientem, singuli evolutionis Coefficientes per ipsas Pi, P ».+. Di ex- 
hiberi possunt, eaque ratione functio F' per aequationis (1.) solutiones ®\, 
2... ©, a Constantibus Arbitrariis a, 5 etc. vacuas ipsasque a, D etc. 
exhibetur. Eruntque solutiones ®}, ® .... D, a se independentes; si 
enim per minorem functionum numerum exprimi possent, per easdem ipsasque 
a, b etc. etiam exprimerentur differentialia omnia, 
Om FF 
EEE 
quae igitur eliam per ipsorum minorem numerum quam sn atque Constantes 
a, b etc. exprimi possent, quod est contra suppositionem factam. 





Si ipsas a, d etc. pro variabilibus, solutiones fi, f% ---.- / quarum # 
functio esse debet pro Constantibus Arbitrariis habemus, problema antece- 
dentibus solutum prorsus cum hoc convenit, Constantes Arbitrarias in data 
expressione obvenientes ad iustum numerum revocandi. 


Si functio F unicam implicat Constautem Arbitrarium a, eruitur mini- 
mus numerus functionum ab ipsa @ vacuarum per quas ipsamque « functio # 
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A €, OF 0F n 
exprimatur formando differentialia > -, -5.; etc. usque dum perveniatur 





ad differentiale quod per antecedentia ipsamque 4 exprimi possit, 

m F am—1 

4. I = I(F, Er Sr a). 

Quibus positis, proveniunt secundum antecedentia functiones quaesitae ex 
ipsis, 

A RE 

da? dan r* Ta 

Constanti a tribuendo valorem particularem quemcunque a’. Idem conside- 
rationibus sequentibus patet. E supra traditis $. 7. aequationi differentiali 
n" ordinis (4.) substitui potest systema m aequationum differentialium primi 


ordinis inter variabiles, 
oF O0?F o"!F 


F, FE 7” En 7° ue 


Cuius integratione completa exprimi potest F' per a atque m Constantes 
Arbitrarias; pro quibus ubi sumuntur ipsorum, 
F oF ©F abe. A 
du’ da tt Dem? 

valores initiales seu ipsi «== a’ respondentes, proposito satisfit. 

Sequitur ex antecedentibus etiam, propositis aequationibus differen- 
tialibus vulgaribus, 

dz:dz, ...:dae, = X:X,....X,, 











ex uno Integrali 

F=ß, 
si functio F plures involvat Constantes Arbitrarias, plura alia derivari posse. 
Ubi enim per methodum praecedentibus explicatam ex una aequationis (1.) 
solutione F deducuntur m solutiones ©}, © .... ®, a se independentes, 


erunt etiam, 

M=Bß, M=B .... Mi = Pn 
aequationum differentialium vulgarium propositarum Integralia, designantibus 
2, ß, etc. Constantes Arbitrarias. 


15. 


Proposita aequatione integrali 
u=m=(, 
differentiando et in aequalione proveniente, 


ou ou ou 
I tt az, 8 .... 


ar, = 0, 
,% 


ex, 
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substituendo aequationes differentiales propositas, 
1. da:rde Bu Zi ui, 


eruitur 





ö ) Ö 
2. 0=X--+X, n +... HiLz-- 


x, 

Quae si u=0 est aequationum (1.) Integrale identica esse debet aequatio. 
Si (2.) identica non est, quaeri potest an ei salisfiat ipsa advocata propo- 
sta u=0. Si vero utrumque locum non habet, erit (2.) nova aequatio 
integralis. E qua deinde per eandem methodum tertia derivari poterit et 
sic pergere licet usque dum perveniatur ad aequationem quae per aequatio- 
nes eam antecedentes identica fit ideoque iis nihil novi addit.. Qua ratione 
fieri potest ut ex una aequatione integrali totum aequationum integralium 
derivetur systema. 

Brevitatis gratia aequationem integralem complelam dicam, quae ad 
aequationum integralium completarum systema pertinere potest seu cui per 
aequationum integralium completarum systema satisfieri potest, Constantibus 
Arbitrariis nulli conditioni aut determinationi particulari subiectis. Contra 
dicam aequationem integralem particularem quae ad completarum systema 
pertinere non polest sive cui satisfieri non potest per aequationes integrales 
completas nisi certas inter Constantes Arbitrarias ponendo relationes. Ex 
aequationum integralium completarum systemate cum ipsae aequationes dif- 
ferentiales propositae fluant, unaquaeque aequatio per differentiationem et 
aequationum differentialium propositarum substitutionem iteratas ex aequa- 
tione integrali completa derivata et ipsa aequatio integralis completa est. 
Nam et propositae et derivalis per aequationum integralium completarum 
systema satisfieri potest. 

Quaeramus iam propositis aequationibus differentialibus (1.) an data 
aequatio quaecunque u=0 sit aequatio integralis, et si aequatio integralis 
est, quomodo inveniatur aequationum integralium systema maxime generale 
completum vel parliculare ad quod pertinere possit. Aequatione proposita 
unius respectu variabilium, z,, resolufa prodeat, 

a, = 4, sve ,—r. =0, 
e qua aequatione per metihodum propositam eruitur haec, 


3A, 94, 34, a 
+4 dx, son, +4..3 —A, =Uu—= 0; 








quae substituendo ipsi = expressionem A, in aequationem inter solas x, 


- 
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Ti rer. Zu abit. Qua ipsius 2,_, respectu resoluta prodeat, 
I. = A, sive A, — %,-ı — 0, 
e qua aequatione oblinetur haec, 
a 0 An 0 A. 
— pa RR + X ,..- ’—X, = = (, 


dx, On 
quae Fe ipsi 2, expressionem A, ac deinde ipsi ©,_, expressio- 
nem A,_, in aequationem inter solas &, &, ..+. X&,-, abit. Hac ratione 
pergendo, generaliter obtinetur, 

ee a _ Sy BE 
designante A,_„ solarum 2, &, »... Zu-m-ı eXpressionem; eaque formula 
eruitur ex aequalione, 




















16) Bm 16) An—m+1 d Aumpi 
3. Ä dx + A, dx, .... m Bi Om — EN = U, = 0, 
in qua supponimus beneficio aequationum, 
T, = A,, 7.1 = 2 .oe  . © T,_m+i = ine 


ipsas A, A, .... A,_„+1 eXpressas esse per solas &, &, .... Z,_m: Quo- 
ties hac ratione nl aequationes a se independentes erui possunt, 
u=0, vw =0 .....ı=0, 

proposita non est aequatio integralis. Neque enim fieri potest ut aequatio 
proposita pertinere possit ad n aequationes finitas e quibus aequationes diffe- 
rentiales propositae fluant; namque ex nr aequationibus finitis sequerentur 
n +1 aequationes finitae quod absurdum est. Contra si evenit ut pro nu- 
mero m minore aut non maiore quam n aequatio ©, = 0 identica fiat neque 
igitur ex ea valor ipsius x,_„ peti vel nova aequatio obtineri possit, aequatio 
proposita erit aequatio integralis simulque aequaliones erunt integrales omnes 


quae ex ea deductiae sunt, 
ut ee en 0, 


vel 
b. 7. = 4A, IT, = 4,-ı 0. LInomt = " R 


Quod patet demonstrando aequationibus »n praecedentibus alias addi posse 
n— m tales ut ex omnibus n aequationibus fluant aequationes differentiales 
propositae (1.). Sint illae a — ın aequaliones, 

. vo, a. =0I, % m = 9, 


quas aequalionum (5.) ope inter solas 2, 2, .... &,_m exhibere licet. Ea- 
rundem aequationum (5.) ope ipsis quoque A, A, .... X,_„ per solas varia- 
biles z, 2, .... 2,_m exhibilis, ex aequationibus differentialibus quibus satie- 








62 1. 6.6. J. Jacobi, Dilueid. de aequat. diff. vulg. system. 


fieri debet eligantur sequentes, 
GUEST rn 2 As ann Sn 

Quae ut locum habeant nihil facere possunt aequationes (5.) cum inter solas 
sint variabiles ©, 2, ....2,_m; qaa de re aequationibus differentialibus (7.) 
per solas aequationes (6.) satisfieri debet. Quod ubi fit, ex aequationibus (4.) 
vel (5.) et aequationibus (6.) fluunt aequationes differentiales proposi- 
tae (1... Nam primum ex aequatione identica (3.), ipsis (7.) substitutis, fit 
secundum (3.), 








x 0 An-m+i zu 2 OF 


or dx — An-m+1 
unde erit 
8. dxe:d«, .... du Be] X:X, u... ind 


Simili ratione ex aequalione %„_,—=0 fluit e (8.), ponendo in (3.) m—1 


loco m, 


1) An—m+? 1) In—m+?2 
X d = — X F) x = n—m+? 








unde fit: 
dz:da, ner dan E Kr ann 8 Knes 

Et sic pergere licet usque dum omnes erutae sint aequationes propositae (1). 
Itaque si m aequationibus (4.) de una «= 0 deductis accedunt ipsarum (7.) 
aequationes integrales n—m;, habetur quod propositum est 7 aequationum 
finitarum systema quod et aequationem = 0 amplectitur et aequationibus 
differentialibus (1.) satisfacit. Eritque systema illud aequationum integralium 
maxime generale ad quod proposita «= 0 pertinere potest, si pro aequa- 
tionibus (6.) sumuntur ipsarum (7.) aequationes inlegrales completae. 


Ponamus Constantes Arbitrarias quae systema aequationum (4.) affı- 
ciunt revocari posse ad numerum 4, qui aut aequabitur aut inferior erit nu- 
mero Constantium Arbitrariarum quae aequalionem propositam u=0 aflı- 
ciunt. Etenim evenire potest ut Constantes Arbitrariae omnibus aequatio- 
nibus (4.) idonee combinatis ad minorem revocentur numerum quamvis in 
una proposita = 0 ad minorem numerum revocari nequeant. Cum illis u 
aliae a—m Constantes Arbitrariae per integrationem completam aequatio- 
num differentialium (6.) accedant, systema aequationum integralium maxime 
generale, ad quod aequatio proposita pertinet, non plures quam 

urn —m 
Constantes Arbitrarias implicare potest. Qua de re, si u<{m aequatio pro- 
posita non esse potest compleia; si «= m completa esse potest; si a„_>m, 
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fieri debet ut illae a-+n—m Uonstantes quae aequationes (4.) afficiunt et 
aequationum (6.) integratione completa accedunt in numerum rn vel etiam 
minorem numerum Coalescant quia aequationum integralium vel completarum 
systema non plures quam n Constantes Arbitrarias involvere potest. Casu 
igitur postremo quo u_>m fieri potest ut generalitati non detrahatur, si inter 
Constantes Arbitrarias quas aequaliones (4.) involvunt, relationes particu- 
lares ponuntur vel si aequationes differentiales (6.) non complete integrantur. 


Antecedentia exemplo simplici illustraboe. Proponatur aequatio dif- 


eis . d? . is) RG 
ferentialis secundi ordinis, Ts =D sive sint inter tres variabiles, x, y, y‘ 


datae aequationes differentiales 
dze:dy:dy' = 1:y’:0; 
erit aligua aequatio integralis, 
y—-b=(e—-ay’'+ey'y‘, 
sıve 
d dy\? 
9, y-b=(@.-0)57+c(4%). 


In qua aequatione insunt tres Constantes Arbitrariae a, db, c, quae in illa 
quidem aequatione ipsa ad minorem revocari numerum non possunt. Beso- 
lutione aequationis quadraticae facta aequationem antecedentem sic ex- 


bibere licet, 
2cdy+ (r— a)dx 


Yetcy—b) + (x — u?) 
qua complete integrata eruitur, 
vacy—b)+(e—a))=r+e, 
designante e Constantam Arbitrariam integratione completa accedentem. 
Quadremus aequationem ut radicale abeat, prodit tollendo terminos se mutuo 


destruentes, 


= de, 








_ a-te ee+4be — aa 
bh: ihn + 4c 2 
Quae aequatio generalior non est atque haec, 
y=ac+ß, 


in qua a et ß Constantes Arbitrariae sunt; unde aequalio maxime gene- 
ralis, qua aequalio (9.) tres Constantes Arbitrarias involvens integratur, 
non plures quam duas admittit Constantes Arbitrarias. Et salva generalitate 
ponere licet in aequatione (9.) a=0, 5b=0 vel etiam Constantem Arbi- 


trariam integratione completa accedentem e = 0. 
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16. 


Antecedentibus aequatio proposita u = 0, e qua aliae complures de- 
rivabuntur, quaecunque erat aequatio integralis; sequentibus examinabo ca- 
sum quo illa aequatio integralis est completa. 

Demonstravi $. pr. aequationes ex aequalione integrali completa de- 
rivatas omnes et ipsas esse completas hoc est ex aequationum integralium 
completarum systemate deduci posse. Unde si u=0 est aequatio integra- 
lis completa, fieri non potest ut ex aequationibus (4.) $. pr. per Constan- 
tium Arbitrariarum eliminationem deducatur aequatio ab omnibus Constantibus 
Arbitrariis vacua. Qua de re si aequatio proposita ideoque etiam m aequa- 
tiones (4.) vel (5.) $. pr. ex ea deductae % Constantes Arbitrarias ß,, 
Pa»... Rx implicant, earum m aequationum resolutione poterunt m Constan- 
tium Arbitrariarum, ß,, Br»... ßm, exprimi per formulas, 


- 


1. =D, PR=D:::.Pm = On 


in quibus ipsarum &, 2, «..+. 2, functiones ®, etc. ab ipsis ß,, Br «+... P, 
vacuae sunt, reliquas autem k— m continent Constantes Arbitrarias P,„+.. 
Bat »#r+ Br» Ex aequationibus (1.) differentiando et aequationes differen- 
tiales propositas (1.) $.pr. substituendo fluunt sequentes, 
0 UHR re A 
x u, On 

ÜQuae neque novae sunt aequaliones quia non plures quam m e proposita 
derivari supposui, neque in ipsas (1.) redeunt quia a Constantibus Arbitrariis 
Rıs Br +... ß, Omnino vacuae sunt. Unde aequationes (2.) identicae esse de- 
bent ideoque fiunt ®,, ®, .... ®,, solutiones aequationis differentialis partialis, 


3. o= x +x 21... +x il 


Or, DE 
Quae solutiones a se independentes erunt. Sunt enim aequationes (1.) ex 
aequationibus (9.) $.pr. deductae earumque locum tenent, aequationibus (5.) 
$. pr. autem m variabiles per reliquas determinantur, quod ex aequationi- 
bus (1.) fieri non potest nisi ®,,P; .... ©, a se invicem sint independentes. 


Patet antecedentibus u? aequationis differentialis partialis, 

nr of ef 

0 — I; + A u... +42, 

solutio alıqua innotescat, necessarıum non esse ul advocetur totum aequa- 
tionum systema quo aequationes differentiales vulgares, 


4. da:da, dei a A in, 
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complete inlegrantur, sed sufficere ut vel una data sit aequatio quaecunque 
ad aequalionum integralium completarum systema pertinens. 


Ex antecedentibus criterium quoque certum habetur quo cognoscatur 
an aequatio integralis proposita «=0 sit completa; videlicet non fieri de- 
bet ut ex aequationibus de proposita deductis Constantes Arbitrariae elimi- 
nari possint sive alia ex aequationibus illis obtineri possit aequatio ab omni- 
bus Constantibus Arbitrariis vacua. Hoc enim si fieri non potest, secundum 
antecedentia aequationibus e proposita deductis semper conciliare licet formam 
aequationum (1.), in quibus sunt ®,, Dr +... D,„ solutiones aequationis (3.) 
a se independentes. Sint 

Ontıs Om or Das 
reliquae aequationis (3.) solutiones a se ipsis et a praecedentibus ®, ,®; .... O,, 
independentes; obtinentur aequationes integrales completae, omnes n aequa- 
tionis (3.) solutiones a se independentes ®,, D; .... D, aequando Con- 
stantibus Arbitrarüs. Designantibus igitur 
Yımr Ya vo .. Yam 
novas Constantes Arbitrarias, formabunt aequationes, 
. Dd=Bß, 2. =P .... du = Pu 
Dartı = Yı Dar = Yı oe... D, = Yım 
aequationum integralium completarum systema e quo ipsa quoque proposita 
u=0 fluit. Quippe aequationes (1.) satisfacere debent aequationibus (4.) 
$. pr. quarum resolutione obtinebantur. 


Si numerus % Constantium Arbitrariarum quas aequatio proposita in- 
volvit non aequatur numero m aequationum e proposita derivatarum, aequa- 
tionis (3.) solutiones a se independentes ®,, ®, .... D, implicabunt Con- 
stautes Arbitrarias, 

Bn+ı3 CHR, "!P I.P R- 
Eruntque illae aequationis (1.) solutiones ®,, D, .... D. a se indepen- 
dentes etiamsi ipsis ß,„+. etc. valores tribuantur particulares, quia quae ad 
valores indefinitos valent ad omnes valores particulares valere debent ($. 13.), 
Unde semper statuendo Oy4ı, Omyz +. 9, esse aequationis (2.) solutiones 
a se invicem et ab ipsis ®,, ®; .... ®,„ independentes, patet etiamsi tri- 
buantur k— m Constantibus Arbitrariis ß,+, etc. valores particulares, esse 
O1, ® .... ®, aequationis (2.) solutiones a se independentes, ideoque (5.) 
aequationes integrales completas. 
Cretle's Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 1. 3 
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Antecedentibus sequens demonstrala est Propositio : 


„Si ex aequationibus de una aequatione integrali proposita deri- 
vatis omnes Constantes Arbitrariae eliminari nequeunt, aequatio inte- 
gralis proposita necessario erit completa; et quoties aequatio illa pro- 
posita Constantes Arbitrarias plures involvit quam ex ea derivantur 
aequationes, non minus ea aequatio integralis erit completa etiamsi Con- 
stantibus Arbitrariis quibusdam, quarum numerus illum aequat excessuın, 
valores tribuantur particulares.” 


Dieimus aequationem integralem propositam involvere Constantes Ar- 
bitrarias swpervacaneas, si quibusdam e Constantium Arbitrariarum numero 
valores tribuere licet particulares ac nihilominus systema aequationum inte- 
gralium maxime generale ad quod aequatio sic proveniens pertinere potest 
idem fit sive eadem generalitate gaudet atque systeina aequationum integra- 
lium maxime generale ad quod ipsa proposita pertinere potest. Quemad- 
modum antecedentibus vidimus, ulramque aequationem pertinere posse ad 
systema aequationum integralium completarum. Qua in definitione supponi 
potest, in ipsa aequatione proposita Constantes Arbitrarias jam ad minimum 
revocatas esse numerum. Si definitionem propositam tenemus, ex antece- 
dentibus hoc sequitur Corollarium : 


„Ex aequatione integrali completa Constantes Arbitrarias non in- 
volvente supervacaneas tot fluunt aequationes integrales quot ipsam 
Coustantes Arbitrariae afficiunt; quoties igitur proposita involvit n Con- 
stantes Arbitrarias quarum nulla supervacanea est, ex una illa aequa- 
tione totum aequationum integralium completarum derivari potest sy- 
stema.” 


Videlicet si maior esset numerus aequationum quae e proposita deri- 
vantur, Constantium Arbitrariarum numero quas involvit, eliminari possent ex 
aequationibus illis Constantes Arbilrariae neque igitur pertinere posset pro- 
posita ad systema aequationum integralium eompletarum ($. 10. IL); si minor 
esset, vidimus Constantium Arbitrariarum aliquot salva generalitate valores 
induere posse particulares sive propositam Uonstantes Arbitrarias involvere 
supervacaneas. 

Sequitur ex antecedentibus etiam hoc theorema: 


„Propositis aequationibus differentialibus vulgaribus, 
dze:da, ....:da, = Zi) CE, 
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si datur una quaecunque aequatio integralis completa Constantes Arbitra- 
rias non involvens supervacaneas, ex ea tot derivantur soluliones a se 
independentes aequationis differentialis partialis, 


BR WR. ; of of 
0X, 4 Hg 


OXn 
quot afficiunt propositam Constantes Arbitrariae; quoties igitur aequatio 
integralis proposita involvit 2 Constantes Arbitrarias quarum nulla super- 
vacanea, eX una illa aequatione Jderivari potest aequationis differentialis 
parlialis propositae solutio generalis.” 

Videlicet si nulla adest Constans Arbitraria supervacanea, fit auteceden- 
tihus k = m, ideoque aequationis differentialis partialis solutiones ®,,®, ... 
... D,,, antecedentibus ex una aequatione proposita eiusque derivatis inventae, 
eodem sunt numero atque Gonstantes Arbitrariae propositam afficientes. Si 
k=m=n, habentur ea ratione aequationis differentialis partialis propositae 
n solutiones a se independentes quarum functio arbitraria erit solutio generalis. 


Bene tenendum est, ad solutionem aequationis differentialis partialis 
obtinendam fieri debere, ut aequatio integralis quae proponitur sit completa. 
Nam etsi totum detur systema aequationum integralium partieularium eaeque 
Constantium Arbitrariarum numerum involvant tantum unitate minorem quam 
completae, ex iis ne una quidem solutio aequationis differentialis partialis 
propositae erui potest. 


17. 


Quaeramus iam quem fructum percipere liceat e Constantibus Arbi- 
{rariis supervacaneis aequalionem integralem completam afficientibus. IJisdem 
positis atque in $. pr., si aequatio integralis completa «= 0 praeter Con- 
stantes Arbitrarias ß,, Ba +... Am involvit supervacaneas Byrı5 Bmzz ++ Br 
has ipsae quoque involvunt functiones D,, Dr .... D„, unde per methodum 
8.14. tradiiam novae erui possunt aequationis (3.) $. pr. solutiones. Sunt 
enim solutionum illarum differentialia partialia prima vel altiora ipsarum (,,,,, 
Pur, etc. respectu sumta et ipsa aequationis (3.) $. pr. solutiones. Ex 
aequatione proposita eiusque derivalis obtinebatur, 

1. P=P: R=P ...- Pn = Du; 

unde vice versa substituendo aequationes (1.) aequatio proposita u = U 
identica evadere debet. Quam aequationem identicam Constantium Arbitra- 


riarım supervacanearum Py4ı5 Bmy4. elc. respectu differentiemus, et post 
9% 
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differentiationem in differentialibus ipsius % partialibus functionum ®, ,®, .... D,, 
valores restituamus constantes ß,, Br +... Bm: prodibunt p—m aequationes 
huiusmodi, 
0, cu fi IP ou ‚992 _ ee ° u Oym ou EN 
OP OPmti LT O Pm+i O fm Omzi Ö Prmzi 
uoniam aulem sunt, 
op, op _I9m_ 

Oßmti ? msi Ban 9) Odmti ? 
et ipsae aequationis (3.) $. pr. solutiones ideoque aequationum differentia- 
lium vulgarium propositarum integratione Constantibus aequantur, hanc ha- 





hbemus Propositionem: 
„Aequatio integralis completa #=0 Uonslantes Arbitrarias in- 
volvat ß,, ßa +»... A, quarum k—m sint supervacaneae, dabuntur 


k— m aequationes huiusmodi, 





du Be u ou eu 
3. IA + Y: .o.. + Yn m dB, a; wer em 0, 
vel Pr, k—ım Pic OROR huiusmodi, 
RT ou ou 
4. Y3za +7 2: 9, 7 Y irre =(, 


designantibus Y,, Yy ete. quantitates Constantes.” 
Aequationes (4.) obtinentur addendo k— m aequationes (3.) respective per 


Constantes Yazız Ymt2 +++. Yı multiplicatas; vice versa proveniunt (3.) re- 


nlv > . . . ou ou ou . 
solvendo k— m aequationes (4.) inter ipsas u? Dhmn "Dh li- 


neares. Alöiue eru: possunt aequaliones propositam % = 0 Constantium Ar- 
bitrariarum supervacanearum respectu öeratis vecıbus differentiando. 
Aequationes (3.) in aequationes (1.) redeunt aut novae sunt aequa- 
tiones integrales. Illo casu ad aequationes e proposita u=0 per differen- 
tiationem variabilium ipsarumque aequationum differentialium propositarum 
substitutionem deductas etiam perveniri videmus differentiatione Constantium 
Arbitrariarum respectu facta. Altero casu hoc metlodo ad eas quoque 
aequationes integrales pervenitur quae nullo modo per variahilium differen- 
tiationem obtineri possunt. De quibus diversis casibus sequentia observo. 
Sunt ®,, . a " aequationis differentialis parlialıs, 


a ES 00 BE 20 Re en A) 


OXn 





solutiones a se aa Cini Arbitrariis 


Bantı Pant .... Rı 
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affectae. Sit m’>m ac ponamus functiones ®,, ®, .... ®,„ exprimi posse 
per eiusdem aequationis (5.) solutiones ab omnibus Constantibus Arbitrariis 


vacuas, 
Gh suchen 

neque per minorem eiusmodi solutionum numerum; quae expressiones adhuc 
Constantibus Arbitrariis aflectae erunt B.+1» Bnt2 ++: Pr. Per aequationes 
finitas quibus integrantur aequationes, 

6. Barden rc en Aa 
aequantur fi, f2 +++ fm, Constantibus quas vocemus 

et Mes 
Ut ad easdem aequationes integrales pertineant proposita # =0 eiusque de- 
rivatae Constantes &, &% +... &„. Satisfacere debent m aequationibus, quae 
ex aequationibus (1.) proveniunt in functionibus ®, etc. substituendo ipsarum 
fir fr +: ++ fm valores constantes @,, & »... Am. Dabuntur igitur inter ın‘ 
Constanles &5 Gr»... &. Ipsasque Br, Pr +... Pr aequationes m’, unde 
illarum Constantium zn’ — m veluti, 
ie Me bean Me 
pro Arbitrariis atque ab ipsis ß,, ß, »... ßx prorsus independentibus habere 
licet, reliquae deinde @,, &% .... &, erunt datae functiones ipsarum 
Bis Br +++: Bus Om+ı3 imz2 oo. Apmıs 
Quoties m’ = m, Üonstantes a, & +... dm per ipsas ßı, Pr +... 2x deter- 
minabuntur atque aequalionum (1.) locum tenebant sequentes, 
u = fh „=f ew a. ae fa 

quarum dextrae partes Constantibus Arbitrariis vacant. (Quo igitur casu 
k Constantes Arbitrariae aequationes (1.) afficientes ad minorem numerum zu 


revocari possunt. 

Obtinebantur aequationes (3.) ex aequationibus (1.) simul pro fun- 
etionum D,, ©; .... PD, differentialibus Constantium Arbitrariarum fP,,:; 
Bar ++ Br respectu sumtis, valores constantes substituendo quos per ipso- 
rum (6.) aequationes integrales induunt. Sunt illa differentialia partialia 


datae functiones quantitatum, 
OR RE Bas Pmr2 ET 
per ipsarum (6.) aequationes integrales autem fieri supposui 
. ey u vi ea, 
unde valores illi constantes Yı, Y, etc. sunt datae functiones ipsarum 
My An seen Amıy Pmtız Pmtz +++ Pr 
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Yuoties igitur a’= m sive quoties m» aequationes (1.) ad alias revocari 
possunt, in quibus tantum »% Constantes Arbitrariae insunt, erunt Yı, Y etc. 
datae ipsorum ß,, Br +... ßx funcliones. Quoties autem m’ > m implicabunt 
Yı, Y, etc. praeter Ai, Pr »-.. ßı movas m’— m Constantes Arbitrarias ab 
ipsis 5 Ba +... ßx prorsus independentes. Porro si m’ —= m aequationes (3.) 
et si quae aliae ex iis eadem methodo deducuntur qua ipsae e proposita 
«= obtinebantur, alias non suppeditabunt aequationes nisi propositam 
eiusque derivatas (1.). Si vero m'>m, praeter has suppeditabunt m’— ım 
aequationes novas, videlicet Integralia, 


fntı = Umzı3 Im = Um 00 fm = Om 
in quibus ipsae @,„+. etc. sunt Constantes Arbitrariae ab ipsis B,, Pr +... Pr 
independentes. 
Sint 
= — u. =D ....:. u, =0 

aequationes Omnes e proposita u = 0 differentiatione variabilium deductae, 
poterit in formula (2.) ipsius % loco poni , vel %, etc. Unde si aequatio 
proposita # = 0 Constantibus Arbitrariis ß,, Br «+++ Pnzı afficitur sive unam 
implicat Constantem Arbitrariam supervacaneam, prodeunt e (2.) aequationes 


sequenies, 
ou 


Y 9a T%3R oe HF Yzı kn =0, 
ou, ou, Pag: #i 
a BL 7 nn 7 a erde 


Ö Um Öllm Ö Um 
a MW wu. n (u Ü. 
Yı 8, + Y%: öß, + Yazı O Bar 
Per notas formulas aequationum algebraicarum linearium resolutionem spe- 
ctantes prodeunt e (8.) aequationes: 
g, Yı:Ya nn Ya ae Wil, onen ill, 

u du 
op’ op, 
Si aequatio proposila pluribus quam m +-1 Constantibus Arbitrariis affieitur, 
pro earum »» +1 quibuslibet formulae habentur antecedentium (8.) similes, 


designantibus U, U, etc. Determinantia differentialium partialium 


Sint Constantes Arbitrariae quas aequatio integralis «u = 0 varia- 
bilium valores initiales =’, X) .... Z,, quarum numerus iustum Constantium 
Arbitrariarum numerum » unitate excedit. Unde una erit supervacanea 
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ideoque extare debet aequalio integralis huiusmodi, 
ou ou ou 


0. ey trage rIa a 
in qua ', Yı etc. Constantes sunt. Cuiusmodi aequalionem revera locum 
habere sic patet. Ipsas &, 2, .... 27, cum zZ’, ©) .... x) commutando 
abeat aequatio uv=0O in hanc, 
v0, 
quae secundum $. 12. et ipsa aequalio integralis est. Eadem commutatione 


abeunt 
ov dv ov 


ER b) dr, ...e ÖKn bj 








respeclive in 
ou ou on 


Fr 7 ar 
Differentiando iam aequationem 9 —=0 ac substituendo aequationes differen- 
tiales propositas 


de:dz, ....:de, = Ä:A, ...:X,; 
obtinemus aequationem, 


X +22 ..+4+22 =0 


dr, "OK 
In qua secundum $.citatam rursus 2, 2, .... 2, cum 2°, x) .... x° con- 


mutare licet, quo facto eruimus 


Be pe N + 0, 


siquidem ipsae X” etc. sunt Coefficientium A etc. valores initiales. Unde 
eruta est aequatio forma aequationis (10.) gaudens quae quaerebatur. 





18. 


Examinabo iam casum quo aequatio integralis proposita non est com- 
pleta. Secundum $. 16. eo casu fieri debet ut e m aequationibus integrali- 
bus de proposita fluentibus omnes % Constantes Arbitrariae B,, Pr +++. 9 
eliminari possint. Quod semper evenit si k<{m, sed evenire eliam potest 
si k>m. Ponamus ex 2 illarum aequationum provenire, 

1. =D, R=Dd, -..: ßf=d,; 
(ubi ®,, Dr .... ®; ab ipsis ßı, Br »... ß; vacuae sint); ipsi autem ß, etc. 
respective functiones®, etc. substituendo e reliquis m —i aequationibus re- 
liquas omnino abire Constantes Arbitrarias Byı, Pirz »+- Pr Haec est 


suppositio maxime generalis, quae si ©= m in praecedentem abit qua u—= U 

















>» 
- 
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aequatio integralis completa erat, si 2=0 ad eum perlinet casum quo 
aequatio integralis proposita omnino nullam involvit Constantem Arbitrariam. 
Üpe m —? aequationum quae eliminatis omnibus Constantibus Arbitrariis ob- 
tinentur, determinentur 

Lo-mtitt? TIn-m4fi42 0. DT, 
per reliquas variabiles earumque substituantur expressiones cum in ®,, 
D, »... ©; tum in quantitatibus, 

A, er 

similibus ratiociniis atque $. 16. usus sum, probatur fieri ®,, ®, .... ©; so- 
lutiones a se independentes aequationis differentialis partialis, 


. 26.4 


x, OXn-m+i 
Unde designantibus 
Dir; Dir Br Do-m+i 
religuas aequationis (2.) soluliones atque 
u EEE 
uovas Constantes Arbitrarias, obtinentur a—m novae aequationes integrales 
3. Daum Ö,, DO. = BR (e ins 
quae iuncltae et ? aequationibus (1.) et m—: aequationibus ab omnibus Con- 
stantibus Arbitrariis vacuis conslituunt aequationum integralium ad quas pro- 
posita pertinere potest systema maxime generale. In quo Constantibus 
Arbitrariis, 
EEE ENT, ° 
quae functiones ®,, ®; .... ®; afficiunt, salva generalitate tribuere licet 
valores particulares. Quippe qua re functiones ®,, ®; .... ©; non desinunt 
esse aequalionis (2.) solutiones a se independentes. Unde etiam si ipsis 
Bir Bar »+ +. Pr tribuuntur valores particulares, aequationibus (2.) et (3.) 
complete integrantur aequationes differentiales, 
de da a Er ai 
ad quas per m —i aequationes a Constantibus Arbitrariis vacuas aequalio- 
nes differentiales propositae, 
de:da, ...:sda, u Au, J.i: X, 

revocaniur. 

Agamus iam de relationibus inter Constantes Arbitrarias ponendis 


ut ex arquationum integralium completarum systemate data obtineatur aequatio 
integralis particularis v=0. Qua de re haec observo. Deriventur rursus 
e proposila sicuti antecedentibus aequationes m —? a Üonstantibus Arbi- 
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{rariis vacuae. (Quae constituunt aequationum integralium systema, cui varia- 
bilium differentiatione et aequationum differentialium propositarum substitutione 
aliae novae aequationes integrales accedere non possunt. Alioquin enim ea 
ratione e proposita plures quam m—-2 aequaliones obtinerentur integrales 
a Constantibus Arbitrariis vacuae, quod est contra suppositionem factam. 

Quoties autem ex aequationibus inlegralibus variabilium differen- 
tiatione et aequationum differenlialium propositarum substitutione nulla 
nova aequalio inlegralis obtinelur, semper üs tolidem substitui possunt 
aequaliones inter functliones fi, fa + fr: 

Introducantur enim variabilium 2, &,, 2% .... X, loco quantitales 

7, fi» f: an. f.» 
quo facto resolutione aequationum illarum m — 2 eruatur, 
uiherrhhahr t uee Fan 
designantibus F, etc. quantitatum, 
Br fansgan: Fansteinn due seine 

functiones. Differentiando (4.) cum per aequationes differentiales propo- 
silas sit, 


dh =df :.:.- =d5, —=0d, 


D. (322) == 0, (Sr) | Peer Eee) == (0). 


Quae neque novae sunt aequationes integrales quia e m—; aequationibus 
illis novae derivari non possunt, neque ex aequationibus (4.) fluere possunt 
ut a quantitatibus fi, fi ---. fm; prorsus vacuae. Unde aequationes (5.) 
identicae sunt, ideoque ipsae F,, F, .... F\,_„ variabili = omnino carent, 
sive aequaliones m—:i e quibus nova derivari non poterat ad alias revo- 
cari possunt inter solas fi, fi +++ m» 4 d. e. 


Sint iam datae aequationes integrales completae, 


6. fi = pe, :.ı+ a = du 
designantibus «, etc. Constantes Arbitrarias, quam formam aequationibus in- 
tegralibus completis semper conciliare licet. Ex aequatione integrali parti- 
culari proposita deducantur quotquot possunt aequationes ab omnibus Gon- 
stantibus Arbitrariis vacuae eaeque ad alias, quod fieri posse vidimus, inter 
solas fi, f5 »... f, revocentur; hae aequationes substituendo (6.) suppedi- 
{iunt m—i relationes inter solas Constantes Arbitrarias «,, &, etc. (Quibus 
accedere debent 2 relationes inter ipsas «, etc. alque Constantes Arbitra- 

Crelle’s Journal d.M. Bd. XXIII Hit. 1. 10 


prodit, 














74 1. 6. G. J. Jacobi, Dilueid, de aequat. diff. vulg. system. 


rias Bus Br +++. Pr quibus aequatio proposita affıcitur. Etenim cum e 
m aequationibus de proposita derivatis plures aliae non derivari possint, se- 
cundum Propositionem modo traditam eas ad alias revocare licet inter quan- 
titates fi, fa +». fn, quae per (6.) evadunt m aequationes inter ipsas q,, 
Gr»... &, quae Constantes ß,, Br »».. Ar implicabunt. E quibus aequatio- 
nibus fluere debent m— quas inter solas «, etc. locum habere vidimus. 
Vice versa si inter Constantes Arbitrarias &,, &, .... a, illae m relationes 
habentur, ex iis per (6.) sequuntur m aequationes inter functiones fi, fa ++ -+ fa; 
quae locum tenent m aequationum a proposita fluentium inter quas ipsa pro- 
posita numeratur. ÜUnde aequationes illae »» inter Constantes Arbitrarias 
a, etc. et necessariae et suflicientes sunt ad propositam aequalionem inte- 
gralem particularem e datis completis deducendam. 

Si pro Constantibus Arbitrariis aequationes integrales completas af- 
ficientibus sumuntur variabilium valores initiales, statim habentur m — re- 
lationes inter solos valores initiales vel omnes » relationes inter valores 
initiales ipsasque quas proposita involvit Constantes Arbitrarias intercedentes, 
si in m— aequationibus a Constantibus Arbitrariis vacuis vel in omnibus 
?n aequationibus, quae e proposita deducuntur, ipsis variabilibus substituuntur 
valores earum initiales. 

Relationes particulares inter Constantes Arbitrarias «a, etc. antece- 
dentibus quaesitae eliam sie indagari possunt. Integratione completa ha- 
beantur &,, X, .... X, per x et Constantes Arbitrarias expressae. Quae 
expressiones si in proposita aequatione integrali particulari substituuntur, 
fieri debet ut certis inter Constantes Arbitrarias positis relationibus varia- 
bilis © ex ea aequatione omnino exulet. @Quae relationes plerumque facile 
se offerunt. Quibus si iungitur ipsa aequatio quae abeunte variabili x inter 
solas Constantes Arbitrarias fit, habentur relationes particulares inter Con- 
stantes Arbitrarias investigandae. 


19. 


Ponamus eam datam esse aequationem integralem, 
1. u=/(2), 
qua variabilium functio « a Constantibus Arbitrariis vacua unius variabi- 
lium & atque Constantium Arbitrariarum functioni aequatur, dico in aequa- 
tione (1.), sive completa sive particularis sit, Constantes Arbitrarias non 


inesse supervacaneas. Qua in re suppono non haberi aequationem inte- 
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gralem, 2 = Const., cerie eam aequationem non pertinere posse ad aequa- 
tionum integralium sysiema ad quod aequatio proposita pertineat. Porro in 
funcetione Y(x) suppono Constantes Arbitrarias ad minimum revocatas esse 
numerum. Pro variabilium functione w a Constantibus Arbitrariis vacua 
ipsas quoque variabiles z,, x, etc. sumere licet. 

Si dicimus in aequatione integrali Constantes Arbitrarias inesse super- 
vacaneas sive quibus salva generalitate valores tribui possint particulares, 
id hune in modum intelligi potest, sicuti ex jis quae $. 16. tradidi facile 
eolligitur. Sit aequatio integralis proposita 

R Are een er 
in qua insunt Constantes Arbitrariae ad minorem numerum non revocandae 
a, a, ete., d, b, eic., quarum 5, b, etc. sint supervacaneae. Tribuendo Constan- 
tibus Arbitrariis supervacaneis 5, b, etc. valores particulares, ex. gr. evanescen- 
tes, ipsorum autem a, a, eic. loco ponendo «, &, ...., prodit aequatio huiusmodi, 
Mn . Bi en ee 6 

Jam si in aequatione proposita Constantes Arbitrariae d, d, etc. sunt super- 
vacaneae, fieri debet ut per systema aequationum inlegralium maxime gene- 
rale ad quod aequatio (3.) perlinet, ipsisque «a, «, elc. per @, 4, ...., b, b,.... 
rite determinatis eliam aequationi propositae (2.) satisfiat. Id quod evenire 
non potest quoties aequatio integralis proposita forma gaudet aequationis (1.). 
Quippe in qua aequatione si Constantibus Arbitrariis quibusdam valores 
particulares tribuuntur, ipsa U ut a Constantibus Arbitrariis vacua immutata 
manet, ipsa Y(x) autem abeat in functionem %, (x), Constantium Arbitraria- 
rum minorem numerum involventem. Jam cum ex eodeın aequationum inte- 
gralium systemate utraque aequatio obtineri debeat, 


u=Yl(e), v=%(®), 


Quod fieri non potest quia supponitur neque in functione Y(x) Constantes 
Arbitrarias ad minorem numerum revocari posse neque x aequalem fieri 
Constanti. 

Secundum ea quae $. 16. demonstrata sunt, ex aequatione integrali 
completa Constantes Arbitrarias non involvente supervacaneas tot derivari 
possunt aequationes integrales quot propositam Constantes Arbitrariae afli- 


ciunt, totidemgue habentur solutiones a se independentes aequationis diffe- 
10% 


eiiam haberetur 
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rentialis genen 


+... 4x .L=0 


n 


Hinc ex aa haec alt Propositio : 
„Propositis aequationibus differentialibus vulgarihus, 

Bed en VER A san. Ua 
si ex aequationum integralium completarum systemate una datur aequa- 
(io qua variabilium &,, 2, .... 7, aliqua vel earum functio quaecunque 
a Constantibus Arbitrariis vacua functioni ipsius x atque m Constan- 
tium Arbitrariarum aequatur: ex una illa aequatione m aequationes in- 
tegrales completae derivari possunt nec non an solutiones a se indepen- 
dentes aequationis differentialis partialis, 

X - LE +X, SE + A,- I=0 


ı An 
unde si FE wuEn "involvit n Uonstantes Arbitrarias, ex ea to- 
tum aequationum integralium completarum systema atque aequationis 
differentialis partialis solutio generalis obtiueri potest.” 
Observo porro ex aequatione integrali, 
= ve, 
eundem numerum derivari aequationum integralium, sive completa sit sive 
ex eiusmodi aequatione integrali completa nascatur, Constantibus Arbitrariis 
quos functio Y(x) involvit valores tribuendo particulares. Sit enim Y(x) 
ipsius z functio cui aequalur « per aequalionum integralium completarum 
systema ideoque «= %(x) aequatio integralis completa, sint porro aequa- 
tiones omnes inter se diversae e praecedente iteratis differentiationibus 
aequationumque differentialium propositarum substitutionibus derivatae, 


dıy(X) dr—Ny(x) 
F — 0 f \ d — — 1 u» —  ____ ’ 
4. u= Lb (T) u d. r dir! ’ 


ubi ipsae &, w‘ etc. sunt variabilium &, &, .... ©, functiones a Constanti- 
bus Arbitrariis vacuae. Nulla extare potest inter ipsam © functionesque 
u, u .... u” aequatio identica; alioquin enim sive aequationes (4.) non 
a se independentes essent, sive aequatio sequeretur qua £ valorem con- 
stantem induit, quod utrumque suppositionibus factis oppugnat. Constantibus 
Arbitrariis funcetionem L(x) afficientibus valores tribuendo particulares vel 
relationes particulares inter eas ponendo, abeat (x) in x(z), prodit 
aequatio integralis particularis, 





= x(e), 
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ex eaque derivantur sequentes, 


m—] 
> um x(2), u I... ud — d ir) 


dam ° 

Cum inter functiones %, u .... u" ipsamque © aequatio identica non 
habeatur, — quod implicat conditionem earum nullam solius z funetionem 
evadere — non fieri potest ut eo, quod earum aliae datis ipsius x functio- 
nibus aequantur, concludatur quibus ipsius & functionibus reliquae aequales 
sint. Unde etiam aequationes (5.) a se independentes sunt sive ex utraque 
aequatione v=Y(z) et u=x(x) idem aequationum integralium numerus 
derivatur, q. d. e. 

Aequatio u= Y(xr) completa cum sit Constantibus Arbitrariis super- 
vacaneis non aflecta, funclio L(x) involvere debet m Constantes Arbitrarias, 
videlicet tot quot ex proposita derivantur aequationes ($. 16.). Data igitur 
aequatione integrali particulari 

=x(r), 
qua functio a Constantibus Arbitrariis vacua aequatur functioni solius va- 
riabilis © (quam variabilem per aequationes integrales non aequari Con- 
stanti suppono), secundum propositionem praecedentem cognoseci potest Con- 
stantium Arbitrariarum numerus quem involvit aequatio integralis completa 
qua u per x exprimitur. (Quippe qui aequatur numero aequalionum quae 
e proposita aequatione integrali particulari derivari possunt. 


Aequationum differentialium partialium simultanearum syste- 
mata intime cum aequalionibus differentialibus vulgaribus 
connexa. 


20. 
Tota haec materies quam antecedentibus tractavi non perfecte ab- 
absolvi potest nisi praeter aequationem differentialem partialeı, 


ı Man re 





‚ ve hanc, 
Ö dx 
2. A=X,, ty, Cu ur ur +X,- SE, 


simul etiam considerentur systemata quaedam aequationum_ differentialium 
parlialium linearium primi ordinis et ipsa cum aequationibus differentialibus 
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vulgaribus, 
... dr:dn sea A... 
arctissime connexa. (uae olim proposui in Diario Crell. T. II. p. 321. 


Sint rursus fi, f2 »».. fn Solutiones aequationis (1.) a se indepen- 
dentes. Posita inter ipsas fi, f& .... f, una aequatione arbitraria, ea de- 
terminatur functio satisfacieus aequationi differentiali partiali (2.). Positis 
vero inter r functiones fi, f2 »--. f„ aequationibus n arbitrariis, habetur sy- 
stema aequationum quibus complete integrantur aequationes differentiales (3.). 
Etenim positis inter » quantitates n aequationibus a se independentibus, quan- 
titates illae Constantibus aequantur neque igitur eo quod aequationes illae 
sint arbitrariae aliud vel magis arbitrarium effici potest quam ut Constantibus 
aequentur arbitrariis. Aequando aufem fi, fr --.. f„ Constantibus Arbitrariis 
nancisecimur aequationum (3.) integrationem completam. Jam inter functio- 
nes fi, fr +++ fm ponendo aequationum arbitrariarum numerum aliquem inter- 
medium 2 inter I et n collocatum investigemus quodnam integretur aequa- 
tionum differentialium systema. 

Sit z, una quaecungue na —2 variabilium, 

Lpy Dip ee. Lu 
omniumque praeter x; loco introducamus ipsas, 

I Rh» ho 
ut variabiles independentes. Quod ubi fit secundum $. 4. abit (1.) in hanc 
aequationem, i ; ‚ 

4. 0X ZH REN ++). 
Differentialia functionis f ipsarum fi, f +++. ni respecitu sumta in aequa- 
tione (4.) non obveniunt, qua de re eadenı aequatio locum habet si in fun- 
ctione f atque Coefficientibus 

u Tr Te FETT 
per novum systema variabilium independentium expressis, pro ipsis fi, fi --- 
. fi, ponimus Uonstantes Arhitrarias, 
s am Ra... Tim Ei 
Sunt aequationis (4.) solutiones, 


Fascht iz .... Fr 


cum ipsas fi, fa +++» A; Constantium vice fungentes inter solutiones non 
referamus. Quarum solutionum unam aliquam f,_; et ipsam Constanti Arbi- 
Ipsa f,_; aequationum (4.) ope per x, 








trariae a,_; aequalem statuamus. 
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Ti re. 2, ©, exhibitä, erit aequatio, 

6 ai > nis 
inter quantitates X, 2, .... 2;,%;,, qua igitur aequatione determinare licet z; 
ut ipsarum 2%, 2, .... 2; functionem. Cuius functionis differentialia partialia 
habentur per aequationes, 


ee 


Or, 





unde ex aequalione 


0= (=) +% (=) Kit +2 (=) +2 (=), 


sequitur, 





N 


7. A, = ng +45 





ex x 

NRRRF +%7, 
Huic igitur aequationi WE si ak, n —i aequationum (5.) et (6.) ipsae 
A, A, .... A, Ar, z, per variabiles x, x, .... x; atque Constantes Ar- 
bitrarias @,, & »... @,_; exhibentur. Si ipsarum &,, & »... @,_; loco re- 
stituuntur functiones fi, f& »+++ A, redeunt A, A), .... A, A, in ipsas 
variabilium &, &, .... 2, expressiones propositas. Unde designantibus A, 
A, cr... A, X, variabilium 2, ©, .... 2, expressiones propositas, aequa- 
tio (7.) identica fit si ope aequalionum (5.) et (6.) exprimitur x; per 

2, Dr rise Bi ey ir wre 

ac deinde in differentialibus eius partialibus En, zu ... _ resti- 
tuuntur pro ipsSis &, & «... &,_, functiones secundum easdem formulas (5.) 
et (6.) iis aequivalentes, fi, Ri +++» fa-i- 

Pro functionibus fi, fr»: +». fi; in antecedentibus sumi possunt 
n—? solutiones quaecunque aequationis (1.) sive n— quaecunque ipsarum 
fis fi +» fi functiones a se independentes. Unde aequationum (5.) loco 
alias quascunque ponere licet aequationes a se independentes inter n quan- 
titates fi fa ++ ++ fa» 

. 0, ,=0 ..... I. =6& 
Qua in re censere possumus Constantes Arbitrarias «, etc. ipsarum fi, fa +: fi 
involvi functionibus arbitrariis I], etc. 

In formula antecedentibus inventa (7.) designabat x, quamcunque e 
quantitatibus 24,5, 2 +... ©, aequationum (5.) ope per ipsas ©, 2, ....2; 
expressam. Hinc si ipsius =; loco successive ponuntur variabiles z;;.. 
ir 0er. 7,, Sequentem eruimus Propositionem : 
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I. „Propositis inter variabiles independentes 2, 2, .... 2; atque 
dependentes 241, 242 +»... 2, aequationibus differentialibus partia- 
libus simultaneis 


rund, rag Inn) „2, sa Fe 





"a urr7 
. .. 
ri RN xt —_ x 
9, IT rZTN 


u 7 ne Bes 
and. 4a, 


functiones 2;rı, Piga vr. I, a n —1 aequationibus quibuscunque 
a se et“ inter solutiones aequationis, 


Lyra... 








Eandem EBENE sic quoque pe licet: 


II. „Proposito systemate aequationum differentialium partialium (9.), 

complete integrentur aequationes differentiales vulgares, 
de:da, order an 

atque inter Constantes Arbitrarias, quae aequationes inlegrales com- 
pletas affieiunt, positis an —? aequationibus arbitrariis, ex his n —: aequa- 
tionibus altque n aequationibus integralibus omnes rn eliminentur Con- 
stantes Arbitrariae, prodeunt n—? aequationes quibus functiones pro- 
positae Cr, Dia «+++ 2. determinantur.” 


Scilicet aequationes quae integratione aequationum differentialium vulgarium 
completa obtinentur, semper in formam redigi possunt aequationum, 

hı =4u, k = :-::.: = WU; 
quarum ope si e 2 —i aequationibus arbitrariis inter Constantes Arbitrarias 
&y Un +... &, hae omnes eliminantur, obtinentur 2a —: aequaliones arbitrariae 
inter ipsas fi, fi »*++ fü. ÜUnde Propositio H. in antecedentem I. redit. 


Aequationes quibus secundum Prop. H. functiones quaesitae ;,,, 
2 ;4, etc, determinantur, videri possint nullis affici Constantibus Arbitrariis, 
quia omnes ex aequationibus inter eas positis arbitrariis et aequationibus 
integralibus eliminandae sunt. Sed aequationes arbitrariae ipsae aflıci po- 
sunt Constanlibus Arbitrariis compluribus vel etiam innumeris unde aequa- 
tiones investigandas ideoque eliam ipsarum X;,., 2;4, etc. eXpressiones quae- 
sitas vel numerus infinitus afficere potest Constantium Arbitrariarum. 
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21. 


Aequationum differentialium partialium simultanearum (9.) $. pr. solutio 
alia quoque ratione invenitur sequente. Propositis aequationibus differentia- 
lihus vulgaribus, 

1. de:dai ....:da, = X: ...:X,, 
earum sumantur n——? aequaliones integrales quaelibet e quibus differentia- 
tione variabilium aequationumque (1.) substitutione aequationes novae non 
obtineantur. Cujusmodi aequationes patet esse ipsas (8.) $. pr. Resolutis 
n—i aequationibus exhibeantur 
Dipiy Liz ++. 0, Per 7, 22201. 05 
quihus expressionibus differentiatis, in formulis provenientibus, 


2. da, = Sdatslde.... + de, 


ipsae (1.) substituantur, prodeunt aequationes, 
. yelarıday..ylag 


Quae secundum suppositionem factam non sunt novae aequationes 
sed contineri debent n—: aequationibus integralibus quibus functiones z, 
determinabantur. Unde haec sequitur Propositio: 

I. „Propositis aequationibus (3.) vel (9.) $. pr. satisfit per aequa- 
tiones ipsarum (1.) integrales n—: quaslibet e quibus differentiatione 
aequationumque (1.) substitutione aequationes novae non prodeunt.” 

E qua propositione facile sequitur Prop. I. $. pr. 
Demonstremus iam Propositionem inversam: 

II. „Aequationes n—? ipsis (3.) satisfacientes sunt aequationes 
ipsarum (1.) integrales e quibus differentiando ipsasque (1.) substituendo 
novae non prodeunt aequationes.” 

Aequationes enim propositas quascunque dicimus ipsarum (1.) esse aequatio- 
nes integrales si ad systema n aequationum finitarum pertinere possunt qua- 
rum differentiatione aequationes (1.) obtinentur. lam aequationum n — 2 fini- 
tarum ope ipsis (3.) satisfacientium exprimantur X, A, .... Ä, per varia- 
biles 2, 2, ....2;, reliquis variabilibus eliminatis, atque integrentur aequa- 
tiones differentiales vulgares, 
4. dae:da ...:da, = A:, ....:Ä.. 

E quibus aequationibus sequitur per (2.) et (3.) 

dx:daı, ....:da,:da, = A: ....:4;,:X,. 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII, Hi£t. 1. 11 
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Unde substituendo ipsius 2; l0C0, Zip, Lira +++. 2, Videmus ex n —: ae- 
quationibus propositis alque 2 aequationibus ipsarum (4.) integralibus erui 
aequationes differentiales (1.), ideoque aequaliones na — 2 propositas ad ipsa- 
rum (1.) pertinere aequationes integrales. Quibus aequationibus si 24, 
Dir rer 2, Per 2, 2, 2... 2, EeXprimuntur atque in expressionibus illis 
differentialis (2.) aequationes (1.) substituuntur, proveniunt aequationes (3.) 
quibus per ipsas n— 2 aequaliones propositas satisfi. Unde e n—:i aequa- 
tionibus propositis differentiatione aequationumque (1.) substitulione novae 
non prodeunt aequationes, ideoque probata est Propositio I. 


Docet Propositio Il. aequationum (9.) $. pr. solutionem quam Propo- 
sitio I. suppeditat esse generalem seu amplecti modos omnes quibus illae solvi 
possint aequationes. Monitu tamen opus est eas eligendas esse Ra —: aequa- 
tiones integrales quae ipsas 24, Zip » +... 7, Oomnino involvant earum- 
que per reliquas variabiles suggerant determinationem. Alioquin enim in 
aequationibus differentialibus partialibus formandis variabilium aliae atque 
antecedentibus pro dependentibus et independentibus sumendae sunt. 


Ponamus a — 2 aequaliones differentiales partiales (3.) sive (9.) $. pr. 
solutas esse n— aequationibus finitis implicantibus a — Constantes Arbi- 
{rarias quae ex iis omnes simul nequeant eliminari, eaedem suppeditabunt 
n — i solutiones aequationis differentialis partialis, 


Le 


dx da dan” 
Sint enim illae Constantes Arbitrariae ß,, ß» .... ß,_; earumque!ex n—: ae- 
quationibus finitis petantur valores per variabiles x, &, .... 2, exhibiti, 
6. ı=F, ßR=FR, .... Bu = FF. 

His aequationibus differentiatis et substitutis aequationibus (1.), pro singulis 
F\, F;, .... F),_; eruimus aequationes huiusmodi 

e 0. EHE tie. 
Quae secundum Propositionem II. novae esse non possunt aequationes, ne- 
que iis per ipsas (6.) satisfieri potest, quippe Constantes Arbitrarias ß,, 
Br 2... ß. non involvunt. Unde aequationes antecedentes (7.) identicae esse 
debent ideoque erunt F}, F} »... F,, aequationis (5.) solutiones, q.d. e. 

Idem magis directe sic patet. Sit 
e. F=ß 

una quaelibet ex aequationum (6.) numero; quae identica evadere debet 
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variabilium &;4,, 2i4as +++. x. substituendo valores per 2, Lie... % eX- 
hibitos ipsarum aequationum (6.) resolutione provenientes. Differentietur 
aequatio (8.) variabilium independentium 2, &,, .... x; respectu, obtinemus 


?-+ 1 aequationes sequentes: 


oF oF Xi oF OXi42 oF OX, 

















dee 02 7 Baar 0x Pan Sk MIz 32 

a oF Osizı oF Oxipr aF- dx, 

. (et ee 
0= er A oF Oxın OF 0x 

0x |! dx" 08; om" Om; On 0%; 


Quae aequationes respeclive per 
An Inline 
multiplicatae addantur, oblinemus si aequaliones (6.) ipsis satisfaciunt aequa- 
tionibus (9.) + an 
0= zZ 4137... +45 + Kun. sr. 
i : O&irı ° " On 


Cui BED". ut a nihil facere a aequationes propositae (6.) 
cum illa x Constantibus Arbitrariis ß,, ß, »... ß, vacua sit. Unde aequatio 
praecedens identica esse debet sive singulae functiones F erunt aequatio- 
nis (9.) solutiones. 

In aequationibus antecedentibus (6.) cum sint F\, Fi, -... F,_; ae- 
quationis (5.) solutiones atque ß,, Br, +++ Bi Constantes Arbitrariae, erunt 
aequationes (6.) ipsarum (1.) aequationes integrales complefae. Qua de re 
ex anlecedentibus hoc fluit Corollarium: 

III. „Proponantur aequationes finitae n — 2 ipsis (9.) $. pr. satis- 
facientes simulque implicantes a— Üonstantes Arbitrarias quae ex iis 
omnes simul eliminari non possunt, eaedem ad aequationum differentia- 
lium vulgarium (1.) pertinebunt aequationes integrales completas.” 

Aequationes ipsarum (1.) integrales aliae ab aliis distingui possunt numero 
aequationum integralium quae ex una data per iteratas diflerentiationes et 
substitutiones aequationum differentialium deriventur. Si ille numerus ipsum 
n aequat, systema aequationum ex una proposita derivatarum (otum consti- 
tuit aequationum integralium systema, sive ipsis satisfacit aequationibus dif- 


ferentialibus, 
x 
11 * 


ex 0x 
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si iste numerus ipso n minor est =n—i, systema aequationum e proposita 
fluentium satisfit aequationibus differentialibus partialibus (9.) $. pr.; si nullam 


aliam e proposita deducere licet aequationem, ea salisfacit aequationi diffe- 
rentiali partiali 


u Se © a ee 2 
Quod docet totam hanc quaestionem mancam nd imperfectam esse nisi simul 
cum aequationibus differentialibus vulgaribus (1.) atque aequatione differen- 
tiali partiali (10.) in considerationem veniant 2 systemata quodammodo inter- 
media aequationum differentialium partialium (9.) $. pr. 
Addam quae facile ex antecedentibus fluit, hanc Propositionem : 


IV. „Proponantur inter variabiles ©, x, .... 2, aequaliones n—? 
quibus solvitur systema aequationum differentialium partialium, 


zien  yden,.,. dem wi 








0x di 
m ) Ti+? + 4 %) Xi+?2 .+ P« 10) Xi+? EN X. 
11. dx a Ka. TER 


P 
Ki x, 22 Ee.;, . + X, 88, = Ä,; 


2 
affıciantur illae n— = finitae totidem Constantibus Arbitra- 
riis quae ex iis omnes nequeant eliminari; inter quas si ponuntur aequa- 
tiones arbitrariae n—% (ubi k>:), eas omnes n— Constantes Arbi- 
trarias ex n— 2 aequationibus propositis atque a—k aequationibus ar- 
bitrariis eliminando proveniunt aequationes n — %k inter variabiles x, 


TC, *+.. Zu, quibus continehitur solutio systematis aequalionum differen- 
tialium partialium sequentis, 


m LS ae o..o +-X IRk+ == Arrı 


ko ack 
ö bw 16) 
un Pr X Ban 0 Fa = Xın 
0%, On On 





ur 7 ar Fr = A. 


Rursus enim sint Bi, Pa =»... An; Constantes Arbitrariae quibus aequationes 
propositae aflıciuntur, resolutione aequationum prodeunt aequationes (6.), unde 
n—k aequationes arbitrariae, ipsis ,, Pr»... P.-; Aequalionum (6.) ope 


Ok 
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eliminatis, abeunt' in aequationes arbitrarias inter functiones F\, Fr «..- F,_i- 
Unde ista eliminatione proveniunt na —% aequationes inter aequationis (d.) 
solutiones quae secundum Prop. I. $.pr. aequationibus differentialibus partiali- 
bus (12.) satisfaciunt. 


22. 


Aequationes differentiales partiales (9.) $.20 facillime in alias mutan- 
tor, in quibus variabilium ©, &, .... zZ, quaecunque 3a —? pro independen- 
tibus, reliquae pro dependentibus habentur. Quippe tantum permutatione 
variabilium opus est, ipsis X, X, .... X, permutationes similes subeuntibus. 
Solutio enim generalis tradita eiusmodi permutatione non mutatur quippe 
quae non affıcit aequationes differentiales vulgares (1.) $.pr. a quibus ea 
solutio pendet. Idem probare licet per formulas differentiales quae pro mu- 
tatione variabilium independentium in dependentes, dependentium in indepen- 
dentes habentur. Quod quo melius perspiciatur, generaliter quaeramus quae- 
nam evadant aequationes differentiales partiales (9.) $. 20., si ipsarum 7, 
Ti e... 2, functiones © +1, 

£&, &; ee g, 
pro variabilibus independentibus, aliae 2 — 2 functiones, 
Ein; Ein» ee A Eu 
pro dependentibus sumuntur. 

Sit k unus indicum 2-+1, 2 +2, .... 2, alque @ unus indicum O, 1, 

I, 000. 2, fit, 
1) ok 0 Oo di oO O&n 
Ex + + k a ur 


O Xu + OXa Oxir2 OXa O&X, f OXa ha 


ö dE Im; 0: dx O8 dx, 
SB &.. ‚Op a a ® + 


Oxirı O&a Oxir2 O&a Ö&n IM 












































o&rf d&ı oO 3 Ixirı dh Ixiy oO O&n 
ld ” Ixitı O%Xa Oxir2 O%a ‚Eck + u) * 
Of oE OE Ixipı oO dxir O6 0a 

a der Tan: FE Oxir2 O%a Pa " a 


In altera aequationis parte ponitur & per &, X, »-.. X, Ipsas vero 


Kris Kigay «++ 0u Per ©, 2, .... x; expressas dari; in altera ponitur £&; 


per &, & .... &; singulas vero £, &; .. E; per &, X, «+. Ku denique 
LULSUS Lips Kiyas sere 0m Per x, 25 +... X; EXpressas esse. Tribuendo 


in formula praecedente indici @ valores omnes 0, 1, 2, .... 2, singulas for- 
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mulas provonientes multiplicemus respective per X, A,, Ar, ....» X, atque 
productarum additionem instituamus. Quo facto si advocantur formulae (9.) 
$. 20. atque ponitur pro singulis indicis zn valoribus O, 1, 2, .... 2%, 


. ne XEyı ne... + 
X In 


obtinetur, 


i  ı Ö 
ee ra ini Ze. 


Si in hac formula ipsi %k u Hileirte <+1,2 +2, .... 2, omnesque 
=, Eu + Eu per &, & ».-. &, eXxprimuntur, prodit systema aequationum 
differentialium partialium quod simile est formularum (9.) $.20. atque ex his 
oritur, ipsas 2, 2, .... 7, cum &, & +... &, simulque functiones X, A, ».. 
A, cum 5, u +... commutando. Si &, &, .... &, variabilibus ipsis z, 
Dj re. 2, sed alio quocunque ordine sumlis aequantur, sequitur e (1.) quo- 
ties sıtl 
E = T,, 


zum A, 
Unde etiam hac ratione patet in formulis (9.) $. 20. quocunque modo per- 
mutari posse variabiles &, &, .... z,, si functiones X, X, .... X, permu- 
tationes similes subeant. 

Cum adhuc valde iaceant quaestiones de systematis aequationum dif- 
ferentialium partialium linearium primi ordinis, eo maiorem attentionem meren- 
iur ea quorum indolem atque naturam bene perspicere licet, sicuti syste- 
matis quod praecedentibus tractavi. Cui ea forma est, ut in quaque eius 
aequatione unius tantum variabilis dependentis differentialia partialia invenian- 
(ur atque in diversis aequationibus differentialia partialia diversarum varia- 
bilium dependentium eiusdem respectu variabilis independentis sumta eodem 
Coefliciente afficiuntur, variantibus terminis a differentialibus partialibus va- 
cuis. Extat aliud systema aequationum differentialium partialium primi or- 


fieri 


dinis linearium propositi quasi reciprocum, in quo quamque aequalionem in- 
grediautur differentialia partialia diversarum variabilium dependentium eius- 
dem respectu variabilis independentis sumta, in diversis autem aequationibus 
differentialia partialia eiusdem variabilis dependentis diversarum respectu 
variabilium sumta eodem Coeflieiente afficiuntur. Quod et ipsum ad aequa- 
tiones differentiales vulgares reduci potest, sed ea multo difficilior est re- 
ductio et ad Calculi Integralis problemata maxime sublimia pertinet. 











1. 6.6. J. Jacobi, Dilucid. de aequat. diff. vuly. system. 87 


De Multiplicatoribus, qui aequationibus differentialibus vul- 
garibus simultaneis applicati expressionem integrabilem 
producunt. 


23. 


Putabatur olim multum nos proficere in solvendis aequationibus diffe- 
rentialibus partialibus linearibus primi ordinis revocando eas ad integratio- 
nem systemalis aequationum differentialium vulgarium. Quae integratio sem- 
per per series infinitas perfici potest sed evolutione in series infinitas eliam 
directe solvi possunt aequationes illae differentiales partiales, aequationibus 
differentialibus vulgaribus non intervenientibus. Integratio systematis aequa- 
tionum differentialinm vulgarium etiam fieri potest ope Multiplicatorum hoc 
est factores investigando idoneos quibus multiplicatae aequationes differen- 
tiales et additae differentiale producant completun. Sed ea methodus nil 
est nisi reductio aequationum differentialium vulgarium ad aequationem dif- 
ferentialem partialem. De illis Multiplicatoribus sequentia afferans e casu 
simplicissimo auspicaturus. 

Egregium olim fuit Euler: inventum, quacungue proposita inter duas 
variabiles z et y aequatione differentiali primi ordinis, 

1. 0= dy—D(a,y)de, 
dari Multiplicatorem qui dextram eius partem reddat differentiale completum. 
Etenim proposita aequatione differentiali (1.) si aequatio integralis Constan- 
tem Arbitrariam & involvens huius respectu Constantis resoluta suppeditat 
aequationem, 


a=f, 
unde differentiando prodit, 
1) 6) 
. 0 ZE dx + dy, 


habetur Multiplicator M, per alterutram aequationem, 


ER Es 
M=55, M0=—5 


Aequationes enim (1.) et (2.) prorsus inter se convenire debent ita ut altera 
per factorem multiplicata in alteram abeat; nam cum ex aequatione integrali 
completa aequatio (1.) sequi debeat, ex eadem sequi non potest aequatio 
differentialis ab (1.) diversa et a Constante Arbitraria vacua; alioquin enim 
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eliminando —- haberetur aequatio inter duas solas quantitates x et y, de 


aequatione inter tres quanlitates ©, y, & deducta, quod absurdum est. Quam 
rem Eulerus primum exemplis animadverterat; generaliter eam locum hahere 
adhue fugit summum Virum postquam ad adyta maxime recondita Calculi 
Integralis penetraverat. Ita ubi aequationem celeberrimam, 
a ! Dev dy 

vA+Bxr+Cx?+Dxe’+Ert) v(A+By-+Cy?+Dy:-+-Eyt) 
complete integraverit sibi non visum esse ipse fatelur ad eandem integratio- 
nem eliam per Multiplicatorem pervenire posse; nondum enim de animad- 
verlisse quoliescunque aequalionis differentialis integrale completum con- 
siaret, ex eo multiplicatorem quo alla integrabilis reddatur concludi posse.*) 
Scilicet inventa aequatione integrali completa alteram quidem, variabilem 
per alteram et Constantem Arbitrariam exhibere consueverant Analytici et 
hoc poscebatur; Constantem Arbitrariam pro incognita habere eiusque ex- 
pressionem per utramque variabilem ex aequatione integrali elicere erat con- 
ceptio nova ab usu recepto remotior et quae non ita sponte se oflerebat. 
Ea tamen aequationis integralis forma qua utriusque variabilis functio quae 
Constanti Arbitrariae aequalis fiat exhibetur, maxime genuina videtur; quippe 
qua forma si aequatio infegralis proponitur, nullo interveniente eliminationis 
negotio per solam diflerentiationem ad datam aequationem differentialem per- 
venitur. Unde Eulerus illo Multiplicatoris invento sive quod primus aequa- 
tionem integralem sub forma illa genuine exhibuit, de theoria aequationum 
differentialium primi ordinis inter duas variabiles insigniter meruisse censemus. 











= 0, 


At de extensione theoriae Multiplicatoris ad systema duarum aequa- 
tionum differentialium primi ordinis inter tres variabiles Zulero non consta- 
bat. Etenim pro re tantum probabili habebat semper fieri posse ut addi- 
tione harum aequationum per idoneas factores multiplicatarum aequatio per 
solas Quadraturas integrabilis prodeat. Nam in Instit. Calc. Integr. **) 
solutionem aequationis, 


g, or 


0x 


in qua Z, M, N sunt ipsarum 2, Y, 2 functiones quaecunque, revocat ad 


Ov Ov 





#)  V. Instit. Calc. Integr. T. IH. Supplem. pagg. 606. 636. 
*°) 'T. III. pag. 434. 
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investigalionem duorum systematum binorum factorum E, F et @, H, qui 
expressiones 


E (de — 2) + Play — 2), 
G(a2e— 5°) + H(ay— 2), 


integrabiles reddaut seu differentialibus d’, dw aequales; quippe quibus in- 
ventis docet quantitatem © aequari functioni cuicunque duarum variabiliun 
et u, 
v = 1[l:(let u). 

Illorum autem faciorum E, F, @, H inventionem semper praestari posse 
sibi videbari ait, non affırmatius loquens quia si rem probatam habuisset ei 
constitisset de reductione solutionis aequationis (2.) ad integrationem com- 
pletam aequationum simultanearum, 
ee =0, dy— — =0, 
de qua tamen reductione desperabat. Systematis plurium aequationum dif- 
ferentialium vulgarium inter plures variabiles consideratio Kulero minus 
familiaris fuisse videtur, quamvis passim in quaestionibus Mechanieis atque 
Isoperimetricis ad eiusmodi systemata duceretur. Qua de re etiam iis tan- 
tum casibus nexum aequationum differentialium partialium primi ordinis cum 
aequationibus differentialibus vulgaribus perspexit quibus aequationes differen- 
tiales vulgares primi ordinis inter duas variabiles considerare sufficiebat. 

Est illustrissimi Zagrange meritum quod proposito systemate aequa- 
tionum differentialium vulgarium, 
A, A), 


de — 





x 


4, de, — Y de = = Ö, dx, ag y de = — 0, .o.. de, na y dx m —— Ö, 
aequationes integrales completas primus exhibuerit sub forma aequationum, 
. hu hd. re 


quibus assignantur variabilium z, &, etc. functiones a se independentes fı. 
f; »... quae Constantibus Arbitrariis aequandae sunt. Haec forma sicuti in 
casu simplicissimo unius aequationis ab Eulero tractato, praeclara gaudet 
proprietate quod sola diflerentiatione nullo interveniente eliminationis nego- 
tio Constantes Arbitrariae abeant. Unde fieri debet ut singulae aequationes 
sola differentiatione e (3.) provenientes, 
di =I, dh =0, .... dh =, 

identice obtineantur ex aequationibus propositis (4.) per factores idoneos 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hit.1. 12 
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multiplicatis et additis. Generaliter enim asserere licet si ex aequationibus 
integralibus completis quaecunque deducta sit aequatio, 
6. Adce+Ade .... +A,de, =0, 
in qua A, A etc. sunt ipsarum ©, x, etc. functiones a Constantibus Arbi- 
(rariis omnino vacuae, eam necessario prodire ex ipsis aequationibus diffe- 
rentialibus propositis (4.) per factores idoneos multiplicatis et additis. Nam 
cum supponatur ex aequalionibus integralibus completis sequi et aequationes 
differentiales propositas (5.) et aequalionem (6.), ex iisdem provenire debet 
aequatio, quae obtinetur substituendo aequationes (4.) in aequatione (6.), 
7. AX+HAAL,... +AX, = 0; 

quae cum sit a Constantibus Arbitrariis vacua, identica esse debet, quia ex 
aequationibus integralibus completis nulla aequatio a Constantibus Arbitrariis 
vacua nisi identica deduci potest. Ubi autem identica habetur aequatio (7.), 
aequationem (5.) sic repraesentare licet, 

A, {ao A) +4 fan er .... + Alan 
quae prodit addendo propositas (4.) per A,, A,, .... A, multiplicatas. 

Proposito systemate aequationum differentialium vulgarium (4.), inter- 

dum ipsa aequationum inspectione succedit eiusmodi Multiplicatores detegere 
quae aequationem producant e qua per solas Quadraturas obtineatur. Inte- 
grale aequalionum propositarum, f = «, ubi f solutio erit aequationis diffe- 


Aa) = 0 





rentialis partialis, 


af 3 
8. 5er, en 





O&Xn 


Qua re videri possit hoc respectu artem solvendi aequationes diflerentiales 
partiales (8.) per Lagrangianam reductionem ad aequationes differentiales 
vulgares (4.) promotam esse. Sed observo consensum utriusque problema- 
tis, solvendi aequationem (8.) et indagandi Multiplicatores M,, M;, .... M, 
qui expressionem 
. ln + Maar... +, ja, — da 

integrabilem reddant absque consideratione patere systemalis aequationum 
differentialium vulgarium simultanearum (4.). Unde ante illam Lagrangia- 
nam reductionem delectam ad solvendam aequationem (8.) istorum Multipli- 
calorum usus esse potuit atque fuit, ubi e loco Euleriano citato intelligitur 
aliisque fere omnibus exemplis quibus Ewlerus solutionem assecutus est. 
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Utrumque autem problema plane idem esse sie patet. Proposita aequatione 


(8.), sit 
df= Mdxe+M,da, .... +M,.d«, 


unde erit, 
TI =M, Z=M,....SL=M, 
L 


7 "Te 

Qua de re poscitur functio f pro qua simul habeatur, 
10. df = Mdx + M,dz, + M;.dz,.... + M,d«,, 
0= MX +MX, +MX, .... + M,X.: 


Quarum aequationum alteri substitui potest haee, 


11. df=Mıfaz, — GE) + m lan, le}... + M,lar,— tl), 
e qua patet inventa functione f simul haberi Multiplicatores M,, M, etc. 
qui expressionem (9.) differentiale completum seu integrabilem reddant. Vice 
versa datis illis Multiplicatoribus M, etc. qui expressionem (9.) differentiale 


completum efficiunt df, determinetur quantitas M per formulam, 


Phiagay "rein ent 2 N Mad. 


habetur functio proposita f pro qua aequationes (10.) simul valent ideoque 
solutio aequationis differentialis partialis propositae (8.). 

Ipsius f loco si ponuntur aequationis (8.) solutiones n a se indepen- 
dentes fi, fa »--« fr, Videmus extare n diversa Multiplicatorum systemata, 
> nl a 

ta comparata uf expressiones 


Mm? (a2, — ud) + m® far, de)... +2 far, ll, 


differentialia fiant completa earumque integratione prodeant r functiones f 
a se invicem independentes. Quibus inventis functionibus assumtaque eorum 
functione arbitraria, 











If» fr. fo 


habetur expressio generalis systematis en — formulas, 


(n) 
äh Fe + m 
ou (n) 
3, = En. PM; +5 en FT I; MM, 
MM Ha 
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Quippe quibus valoribus substitutis prodit, 


M, (dz, — 2) + M, fan, — Fe} .... + M, far, — tz) 


d 
an + Bi... +57, U — dIl. 


Quod analogum est iis quae de suo Multiplicatore Eulerus iradidit. 











24. 


Inventis Multiplicatoribus M,, M, etc., e quibus M per formulam (12.) 

$. pr. obtinetur, resiat ut functio f ex aequatione, 

1. df= Mdre+M,dz, .... M,.d«x,, 
in qua dextra pars est differentiale completum, per Quadraturas determine- 
tur. Quod modo maxime generali per hanc regulam fit. 

Sit x; functio quaecunque variabilium 241, &i4r » ++. 7, ita ut ° sit 
functio variabilium &,, 22 .... X%,, porro x) variabilium 7,, 2; .... z, etc. 
qualibet harum functionum quas prorsus ex arbitrio sumere licet, 

Te ne 
involvente numerum variabilium unitate minorem quam proxime antecedente, 


postrema x‘, designante Constantem. Ubi simul ponuntur aequationes, 
2. ut, ea er, 
abeunt 2, 2, «+. 2;_, in ipsarum %;, 2;_1, »++. 2, functiones, quas de- 
signemus per 
I. ed, nei, .... 2, =. 
Substituendo in ipsis M, M, etc. valores (3.) formentur ipsarum &;, &;;,, 
. £, functiones, 


az 


(i) 
. N= MI -+ mM, en + Zr, 


erit functio quaerita, 


En 


5.  f—Constans = [meet [N dert N 0%, un A Ix,. 


Demonstratio huius regulae haec est, Abeat f per (3.) in man X; 
%Xirı +++ %, functionem, 
. [=fM, 


\ 


erit e (1.), (4.): 


ie a 
2a 
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E notatione adhibita patet ponendo, 
x. ı%., 


abire f® in f“+”. Unde erit e (7.), 


Ri; 
/N:9«. = fr ri, 
x; 
ideoque, 


Smstf 8 st N Ir 2... + (N.22. — 
ff’ +f'— pu + pn, 1 + fr — Pe u ft", 
q. d. e. Ipsa f"*” est Constans Arbitraria addenda functioni quaesitae f. 
Quam functionem per n-+1 Quadraturas determinari videmus, quarum quam- 
que seorsim exequi lice. Si quod est simplicissimum pro limitibus inferio- 
ribus x°, x° etc. Constantes sumuntur, fit e (4.): 


siquidem in M,; ipsis x, x, .... x;_, valores constantes. 
u A a u 
xx, x = X, [ME ur ur) X = I;-ı5 


substituuntur. 
Repetam etiam regulam quam eadem de re Celeb. Lacroöx in maiore 


Opere de Calculo Integrali tradidit. Faciamus functiones M, M, etc. ex- 
hiberi ut aggregata productorum quorum singuli factores unicam variabilem 
involvunt, sive haec sit ipsarum M, M, etc. genuina forma sive per evo- 
lutionem in series iis concilietur. Statuamus porro si de illa ipsius M ex- 
pressione omnes reiiciantur termini ipsan x involventes remanere expres- 
sionem N,, si de expressione ipsius M, omnes reiiciantur termini ipsas x, 
x, involventes remanere expressionem N, et ita porro: erit 


/Max+M, de, + M.dz,....+M,dx,‘ = 


/M?z+/N. dt /N; Dar :. .+/N. 0%, 


integralibus ad dexiram ita sumtis ut siquidem simili exhibentur forma qua 
ipsas supposuimus M, M, etc. exhiberi, ipsum F M 2x nullum terminum ab 


ijpsa x vacuum ac generaliter ipsum / N;0x; nullum terminum a variabili 
x; vacuum implicet. Demonstrationem haud difficilem praetermitto. 

Si ipsas M, M, etc. secundum positivas ipsarum 2—x°, x, — 2° etc. 
potestates evolvere licet, designantibus =°, x? etc. Constantes, convenit illa 
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regula cum nostra, siquidem in hac limites inferiores omnes statuuntur 
constantes. 
Si formula (1.) locum habet, pro binis © et % fit 
. 2M _ 2M 
; Oak ET 
Vice versa si aequationes (8.) valeant formulam (1.) haberi sic patet. Ponatur 


P= /M3z, 











erit, 
„(fr OP 
rn Sa m 
dx 1. Da De rin 
unde expressionem Me x non afficit. Hinc posito, 
sr) 
19 








integrale P, et ipsum a variabili x vacuum = I fit 
o(P+P\) op 
(ar, ade ) o(M,— ;,-) oM,_ 0M 


a 7° vr. 0x eu 9, 


porro habetur e (10.): 
af, — 2E-rB) ggg REN 


wer 0x, x, 


x, öx, 
unde expressionem, 








= 0; 

















zu (0, 


ö(P+P,) 


dx, 





M,— 
non afficiunt variabiles x et x,. Hinc posito, 


11. P:; = /(m— ne) 0%, 


integrale P, et ipsum a variabilibus x et x, vacuum fit. Hac ratione per- 
sendo, probatur, posito 


2. /Mö==P, a7) Oö, —=P, Ja. 542) = —P,, 
Sam a) = 


functiones P, a variabilibus x, x, .... xı_, Vacuas esse. Invenitur P, 
functionem variabilium xx, Xirı »»+. X, Ipsius 2; respectu integrando, qua 
in re cavere debemus ne integrali adiiciatur quasi Constans Arbitraria ex- 
pressis IpsaS 2, X, ++... x, Implicans. Ipsarum autem 441, Xiyr +++. X, eX- 
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pressionem quamcunque integrali adiicere licet, sive pro limite inferiore in- 
tegralis cui ipsum P, aequatur sumere licet variabilium z141, Xi42> »-- 
. X, functionem arbitrariaın ipsas x, x, »... x, non implicantem. 
Erutis P,P,.... P,, fit 
13. f=P+P,+P.....+P.,. 


Ex hac enim formula sequitur quia functiones P;;ı, Pi, elc. ah ipsa x; 


vacuae sunlt, af _ &(P+P, ....+P:-ı) + EPı OP: 
Or, ., 3=: 0%, 


ideoque cum sit e (12.) 





’ 





1. P=/(M— un u), 
fit, 
w of ii 
15. Öx, = M,. 
Unde fit, 


df = sl ar+z- an... +3 de, 
= Mdt-+M,da,....+M,dıx,, 


gq. d.e. Antecedentibus quoque continetur methodus inveniendi functionem f 
e dato differentiali eius completo 

df = Mdr-+-M,dz,....+M,.d«,. 
Quae tamen methodus ita comparata est ut n-+1 functiones P, P, .... P;, 
per Quadraturas inveniendae aliae post alias indagari debeant, vel nisi Qua- 
draturas exequamur per integralia muliplicia exhibendae sint. 


25. 
Quaeramus Multiplicatorum M,, M, etc. expressiones per series in- 
finitas. Quae obtineri possunt e seriebus infinilis quibus $. 7. evolvi solu- 
tionem f aequationis, 


Ep 20 > 20 > 


Expressionem enim ipsius f loco eitato Aevank differentiando ipsarum x&,. 
X... &, respectu, habentur Multiplicatores, 


n=%2, m=# eite 


ox, ’ , dx,’ ’ O&n 
Sed magis directe haec res absolvitur per aequationes differentiales partia- 
les quibus Multiplicatorum systema satisfacere debet. Inchoabo a Multipli- 
catore Euleriano. 
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Proposita aequatione, 


0= dy—Pla,y)dae, 
Multiplicator M qui dextram partem differentiale compleium df efficiat, sa- 
tisfacere debet duabus aequationibus, 


tm, L=_-oMm, 





unde fieri debet 
M re) 
1. 0Oo= he in +0 +; „y M- 


Ut evolutio maxima fiat un Bach ex arbitrio ass u secun- 
dum cuius potestates positivas integras evolutio procedat, ita ut sit, 


cn / u’ u? u u° 
2. M= A— Aura" 40 N 4 eto. 


Ad Coöfficientes A, A’ etc. alios ex aliis inveniendo statuo, 


= + re, 
porro 


Br. = “+05. 


Substituta serie (2.) pro EN M oaikh in aequatione differentiali 


partiali (1.) qua M definitur, sequitur Coöfficientes singularum potestatum 
ipsius & nihilo aequando, 


3. U.4 = [Al, :U.4” = [41 9.4” u LA oe. 
Quibus formulis e termino primo A ex arbitrio sumto seriei propositae Coef- 
ficientes 4‘, A’ etc. reliqui omnes determinantur. Siuv=x sive uv=r—a, 
designante @ quantitatem aliquam constantem, ft U=1. 

Proposito systemate aequationum differentialium, 
de, —AÄ,de =0, dy— Ad =0, .... d„—A,de=0, 
in quo brevitatis causa posui X= 1, Multiplicatores M,, M:;, .... M, fun- 


etionis alicuius f fieri debent differentialia partialia ipsarum 7,, ©, .... x, 
respectu sumla; porro posito 
4. M= —/{XKM+&:,M;,....A,M,}; 


fieri debet M eiusdem functionis differentiale respectu ipsius x sumtum. 


Unde designantibus x;, x; binas quascunque variabilium x, & .... x; 
fieri debet 

oM:; _ 3M; 

9x Ir O2, 


4 
O. 








Lu 
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His igitur conditionibus satisfacere debent series infinitae in quas Multipli- 
catores evolvere proposui, et vice versa illae ubi conditionibus (9.) satis- 
faciunt sumi possunt pro Multiplicatoribus propositis M,, M, etc.; vidimus 
enim $. pr. si aequationes (5.) locum habeant, dari integrale expressionis 


differentialis, 
Mds+-M,da,+M,dz,....+M,dn,, 


sive esse hanc expressionem differentiale completum. 
Statuamus 
(x — u)? 


6. M= 4-Alk—a)+4° 5 — 40T + ete., 
designante « Constantem. Indiei 2 valores 1,2 .....:n tribuendo e for- 


mula (6.) proveniant n Multiplicatores propositi M,, M,.... M,. Per 
ipsum A” indice inferiore non affectum designemus expressionem, 


7. Mm = — IXAT+R,42”.... + LAN, 
erit e (4.): 
5 M=A-Aa- + ETHE_ ETN etc. 


Ut satisfaciamus conditionibus, 














9 oM _0M, 0M _oM, oM __o0M, 
HOF. 3 Ur 
sive 
oM _ 0M; 





10. 27. 
substituamus in (10.) formulas (6.) et (8.) atque singularum ipsius (e—«) po- 
testatum Coöfficientes nihilo aequemus. Hac ratione nanciscimur aequatio- 
nes inter Coöfficientes serierum propositarum sequentes, 
94” FW a) 
a FA. / 
11. 4A; GREEN 0x x. . 


s 





Haec formula docet quomodo inventis, 
we er: 
atque per eos determinato A” ope formulae (7.), determinandi sint Coef- 
ficientes proxime insequentes, 
a 
Unde omnes evolutionum propositarum Coefficientes determinantur e primis 


terminis, 


A, 9’ 4A, “ .... A, . 
Quicunque sint illi termini si reliqui Coöfficientes per formulas (11.) ex iis 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hft. 1. 13 
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determinantur, series pro ipsis M,, M;, .... M, provenientes conditioni- 
bus (9.) satisfaciunt. 
Religuum est ut series infinitae propositae satisfaciant conditionibus, 
oM; 5M _ 

12. PE7 a dx; — Ö, 
in quibus 2 et % binos quoscunque indicum 1, 2 .... n designant; nam 
conditionibus pro quibus alter index est o sive deficit iam satisfactum est. 
In formula (11.) ponamus % indieis 2 loco, habemus duas aequationes, 

art) —_ Ö 4” 94” at) — ö u A 94” 
nn os, ’ : 0x Pr 


E quibus sequitur, 


3 02” 94” 
Eee | ra oO, 6, 





























dx, Bi 0x 
Unde facile patet posito, 
13. DM: A == N, 
Ox, dx, . 
fieri 
14. u 2 u... 
0x, dx, O8” 


Huius formulae beneficio e duabus aequationibus, 
M; = 4—Ala—a) +4; EZ 1 EZ 4 eto. 








1.2 
‘4 “4 x —.a)? ch 
haec sequitur, 
oM; OMk _ N 5. 0 N (z—u)? 
ee a 7 „ae -)4 5 72 u 


Series ad dextram secundum ar Taylorianum aequatur valori ipsius 
N pro x= a, unde si formulae (10.) locum habent ewpressionem, 
oM; 0M; 
dx, u N, 
variabilis c non afficit. 
Docent formulae (15.) conditionibus (12.) satisfieri si pro binis qui- 
buslibet 2 et k evanescat N sive secundum (13.) primi evolutionum propo- 


sitarum termini, 


A, . A, b . “ ” . A. ’ 
funetionis arbitrariae fiant differentialia partialia ipsarum x,, x; .... x, re- 
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speciu sumta. (Quae functio ipsam quoque x si placet involvere potest. 
Quoties igitur termini evolulionum propositarum primi, A,, A;, .... A,. 
functionis arbitrariae differentialia partialia sunt ipsarum x&,, &; .... x, re- 
spectu sumta, atque ex iis Coefficientes insequentes, 
en, Wi 
per formulas (11.) et (7.) alii post alios determinantur, omnibus conditioni- 
bus satisfactum erit ut series infinitae (6.) existant Multiplicatores propositi. 
Antecedentibus evolutionum propositarum auxilio probatum est, yuo- 

ties locum habeant aequationes (9.), 

oM _8M, ©8M_o%M, 

da, dat’ Im, dar 
expressiones omnes hutusmodi, 

öM; _ 8M 


ea Om 


A oM, 
In 16) x 


De 


95 











9 
; 


> & 


’ 


variabili x vacare. Idem sine ullo serierum infinitarum adiumento patet ex 
aequalione identica, 














oM; oMı oM; oM .{0oM o0M; 
an 0 Gr Tr 27 0 FE bt; Fe g Ep 57) 
r Ox + or, u, 0%, zurtePh u. aN.. 


Ut conditionibus (15.) satisfiat non necesse est ut quod anteceden- 
tibus supposui quantitates N identice evanescant; nam cum expressio quae 
evanescere debet, aM: 3M; 

0% 02,’ 
aequatur valori quem N pro 2 = a induit, suflicit terminos A,, As, .... A, 
ita determinare ut quantitates N omnes pro 2=.a evanescant neque difle- 
rentialia ipsarum N, variabilis & respectu sumta, pro eodem valore x = « in 
infinitum abeant. Qua de re designante Q variabilium &,, x .... x, functio- 


nem arbitrariam, termini initialis A; valor maxime generalis forma gaudebhit, 
2 ‘ u“ b) 
1. 4 = I +P(@—a)+P/(@—a) + ete., 


ubi pro omnibus Coeffhicientibus P;, P; etc. functiones variabilium x,, x; ... 
... %, Sumi possunt prorsus arbitrariae. ÄIllis enim ipsorum A, valoribus 
positis, ac designantibus 2 et k binos quoslibet indicum 1, 2.... 2, patet 


fieri po z=a, 
N zu 04; 04 


0x, ge ox, urn 0, 





quod poscebatur. 


> 
1 4 
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26. 


Designantibus 2 et % binos quoslibet indicum 0, 1, 2 .... n, haben- 


tie n(n-+-1) 


5 expressionis huiusmodi, 


aM; _ Mk; 
02, 02,’ 
quas brevitatis causa ponamus, 
oM; 0 M; 


u re 


Plurimum interest omnimodis Re varias expressionum (2%) proprie- 

tates nexumque qui inter eas intercedit. Qua de re hic quamvis alieno loco 

agam paucis de numero aequationum finitarum quas inter quantitates (2%) 

proponere sufficiat ut concludi possit omnes evanescere. (Quem numerum 
inveni ipsum 2rn—1 non egredi. 
Habetur aequatio identica, 

e. a8 





I oAlli olik 
+ et Er ui 
E qua sequitur Lemma, Der? simul sit, 
Gk)=0, DdD=0, 
ipsum (kl) variabile x; vacare; quo Liemmate iam $.pr. usus sum. Huius 
Lemmatis ope facile sequens probatur Propositio: 


„Sint 4 7 (2) 
N, Aiy se. N 


variabilium x, &, .... x, funcliones quaecunque ea sola conditione cir- 
cumscriptae ut neque omnes a variabili x;,, vacuae sint nec nisi omni- 
hus @, @ .... a”) evanescentibus inter eas existat aequatio linearis, 
after; ta‘... La"? == (0, 

in qua Coöfficientes &, & .... a” variabili x;,, vacaut: si habentur 
inter quantitates (2%) aequaliones 2n—1, 

O)=0, 1MmM)=0, .... n—1,n)=0 

O)=0, ()+NA3)=09, OHLNAH+NCH=O0, ... 

(On) HR) FAIR). + (Rn) = 0, 


cunctae ins 1) quantitates (2%) evanescere debent.” 





Etenim secundum Lemma propositum sequitur ex aequationibus, 
0) = (3)=0, (2) = (23) = 
et (03) et (13) variabili x, vacare; nullam autem supposui dari aequationem, 
a+tuN = 0, 
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in qua a et «‘ variabili x, vacant, nisi et et «' evanescant, unde ex aequatione 
0)+NAZ) = 0, 


(05) = (13) = 
Simili modo ex aequationibus, 
(03)=(34)=0, 13)=(4)—=0, (23) = (34) = 0, 
sequitur secundum Lemma appositum expressiones 
(04), (14), (24) 
variabili x, vacare. Unde ex una aequatione, 
OHHNAYLFNH = 0 


0) = l)= (4 = 0. 
Supposuimus enim inter quantitates X, et‘, nullam locum habere aequationem, 
atin ten = 0, 
in qua omnes a, 0‘, a‘ variabili x; vacant nisi &, «’‘, «’ omnes evanescant. 
Ac prorsus simili via aliae post alias omnes demonstrantur aequationes pro- 
posilae, (@A)=0. Si placet exemplum, addam Corollarii instar Propositio- 

nem, quoties habeantur An—1 aequaliones, 
(0)=0, 
M)=0, (0, 
23)=0, (OB) +R(I3)—=0, 
34)=0, em denen ep re =(, 


(n—1,n)=0, (0, N+z,_.(, RE 2, wi ee a —(), 
cunctas (ik) identice evanescere. 


sequitur, 


sequuntur {res, 


De transformatione systematis aequationum differentialium 
vulgarium inter plures variabiles in unam aequationem 
differentialem inter duas variabiles. 


27. 

Sub finem systema aequationum differentialium vulgarium primi ordinis 
inter plures variabiles propositarum ad unam aequationem diflerentialem inter 
duas variabiles revocemus. Eaedem formulae etiam aequationis differentialis 
partialis linearis transformationem memorabilem suppeditant a qua inchoabo. 


Designetur rursus ut u per h. [F'] expressio, 
. PF 
[FF] nn 23% + X, > 3 ++ A, ie 
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atque ex arbitrio binae eligantur funcliones % et © pro quarum altera v non 
sit identice, tige 16 3% 
[v) = X rn 4A, B- Be = je 0. 
Quibus positis, aliae post alias determinentur expressiones ', u‘, u’ etc. etc. 
per formulas, 
1. [uJ=[r].%w, [wWj]=[v].W, [uj=[o}.w“ .... etc. 

In funetionibus «', u’ etc. successive formandis pergamus usque dum per- 
veniatur ad functionum %°”) quam per antecedentes 

Be 
ipsamque © eXxprimere licet, ita ut identice habeatur, 

2%. u Dow, u.... um), 


inter quantitates autem, 
a 


nulla extet aequatio identica. 
Sit f quaecunque ipsarum v, u, %, .... u” funetio, erit 


u =) +(2}) rl)... +. 


Ö 02 0, ou 0x, x 
Differeutialia partialia functionis ipsarum v, u, W .... u”=D uncis 
inelusi quo distinguantur a differentialibus partialibus ejusdem functionis per 
variabiles x, &, .... x, exhibitae. Multiplicemus formulam antecedentem 
per X; atque indici 2 tributis valoribus 0, 1, 2, .... 2 additionem institua- 
mus, prodit secundum notationem usurpatam, 


= el) +... +). 


Quae formula propter (1.) in hanc abit, 


9. zU1+X, en. X, Bi 


On 


[ev] (6 /) ru (2) +W () ua (5 en f 


qua in formula est 2” secundum (2.) data ipsarum v, u, u .... a” functio. 
Pro ipsa f si sumimus quantitatum ©, %, % .... a” functionem 
quae satisfaciat aequationi differentiali partiali, 


0 are) 


eadem functio per variabiles x, &, .... x, exhibita secundum (3.) erit so- 








lutio aequationis 


. vexliz en + X, 7. 


A ;, O&n 
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Cum v, u, W .... u” sint m-+-1 functiones a se independentes 
n-+1 variabilium &, &, +»... x%,, eveniet tantum pro functionibus % par- 
ticularibus ut inter ipsam v® atque functionum %, w’ etc. numerum minorem 
quam n exiet aequatio ab omnibus x, x,, .... x, vacua. In genere atque 
pro innumeris functionibus % erit m=n quo casu erunt quantitates a se 
independentes v, %, % .... u” eodem numero atque variabiles x, x, --- 
... %„ Ideoque quaelibet ipsarum x, &, .... x, functio f pro ipsarum v, %, 
u 2... u" functione haberi potest. Eo igitur casu aequatio (3.) pro 
quacunque functione f valet. Unde etiam patet innumeris modis aequationem 
differentialem propositam (5.) transformari in aequationem (4.). Quae si pla- 
cet pro simpliciore haberi potest, quippe in qua Coöffieientes quibus diffe- 
rentialia partialia multiplicantur praeter unam omnes sunt unitas ipsaeque 
variabiles independentes. 

Si m<n, non quaelibet aequationis (5.) solutio erit etiam solutio 
aequationis (4.); neque enim omnes variabilium x, &, .... x, functiones ex- 
primi poterunt per &, u, u .... u”, Sed docent antecedentia omnes 
m aequationis (4.) solutiones etiam esse solutiones aequationis (5.). Hllis 
»n solutionibus una cum variebilibus x, x, .... x,_„ sumtis pro variabilibus 
independentibus, secundum $. 4. abit (5.) in hanc aequationem 


o= x(öf)+ X, (FF)... +x.(22L-), 


In—m 


in qua illae m quantitates pro Constantibus habendae sunt. Cuius aequa- 
tionis solutiones a— m junctae m solutionibus aequationis (4.) suppeditant 
solutionem aequationis (5.) generalem. Quoties igitur habetur functio « pro 
qua fit m <n aequatio differentialis partialis proposita ad alias similes re- 
vocari potest minorem variabilium numerum implicantes. 
Si proponitur systema aequationum differentialium vulgarium, 
6. de:da,:da,....dae, = X:X%:2%....X, 
fit 


du PL. a0 d3 u 


U = 
. u=7., U Ir u Tr rn. de. 


Unde aequatio identica (2.) in hanc abit aequationem differentialem vulga- 
rem zn“ ordinis inter duas variabiles v et v, 


8. dr u Br a ( ou o?u had 


dur Au rs dx’ ...o en 
quam etiam sic exhibere licet, 
9 dv:du:du....du”?:. dur” = 1:W:u" ....u"’:Q. 
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Aequationum (9.) sint Integralia, 

10. Dep; Deß, ::-:: On Pas 
designantibus ®, etc. ipsarum v, u,  .... u” functiones a Constantibus 
Arbitrariis ß,, ßı »-». ß„ vacuas. Quae functiones ®,, ®, .... ®„ erunt 
solutiones a se independentes aequationis differentialis partialis (4.) ideoque 
ex antecedentibus eliam aequationis (5.); unde aequationes (10.) ipsarum 
quoque aequationum differentialium vulgarium (6.) Integralia sun. Si m=n 
quod in genere alque innumeris modis fit, ea ratione habentur cuncta aequa- 
tionum (6.) Integralia sive earum integratio completa; unde innumeris ıno- 
dis, pro variis variabilium x, &, .... x, functionibus « electis, revocatur 
systema aequationum differentialium (6.) ad unicam aequationem differentia- 
lem r" ordinis inter duas variabiles w et v. Si vero eiusmodi functio « 
inventa est, pro qua fit m <n aequatio Jifferentialis inter duas variabiles 
et v tantum ad a" ordinemn ascendit, sed eo casu insuper integrandae sunt 
aequationes diflerentiales, 

rein Kr Kur fh 
ubi in dextra parte, aequationum (10.) beneficio, exprimendae sunt Ä, X, eic. 


per 
Bu + ah 5 a a 


Aequationes (11.) cum et ipsae per metlıodum modo traditam ad unam aequa- 
tionem differentialem a — m“ ordinis inter duas variabiles revocari possint, 
videmus si m <{n redire aequationes propositas (6.) in duas aequationes 
differentiales vulgares inter duas variabiles resp. m" et n — m‘ ordinis, alte- 
ram post alteram integrandam. 

Regiomonti d. 12 Jul. 1841. 
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2. 


Ueber die Summation der ohne Ende fortlaufenden 
harmonisch -periodischen Reihen und über die 


Reduction des Integrals Je © (sin ax, cos 0) © 


(Von dem Herrn Prof. J. L. Raabe zu Zürich.) 





1. 


In funfzehnten Bande dieses Journals und später in meiner Differenzial- 
und Integralrechnung mit Functionen einer Variabeln beschäftigte ich mich 
mit der Summation der ohne Ende fortlaufenden periodischen Reihe 


a +02 +a2 -+ax +... t+a,ar 
+ax +2 +0.” aa’ +....+ ar” 
+4" +2 Hat Laer... + U 
an der äufsersten Grenze ihrer Convergenz, nämlich, wenn x unendlich 
nahe der positiven Einheit kommt. Mittels des Ergebnisses dieser Sum- 
mation habe ich hierauf das bestimmte Integral 


0 
wenn dessen Werth endlich ist, von einem anderen abhängig dargestellt, 


welches dieselbe untere und eine endliche obere Integrationsgrenze hat. 
In den folgenden Blättern werde ich in ähnlicher Weise zuerst die 
Summation der ohne Ende fortlaufenden Reihe 


1 
a4 + ar + 4” + 4a» tet pe 





1 . 1 1 
a, x? ge aer+! 00? > ae + —a,0r 
We ‚+ En. + „43 + aget 4 ta P 








1 
geP 2p+1 pt? 2p+3 ed 3p—t 
et X +3 a For p+3 d4,% tom 4X + +3 a 
E= ” . . . . - [) . . . u . . . “ . . . ° 5 . . . ., 


die man Aarmonisch- ie Reihe nennen kann, für den äufsersten 
Crelle's Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 2. 14 
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Grenzwerth ihrer Convergenz, der der Annahme z=1 entspricht, voll- 
ziehen und mittels des Summen- Ausdruckes das bestimmte Integral 


no 


. dx 
D(sinax, cosbr) ” 
0 
einer der oben erwähnten ganz ähnlichen Reduction unterwerfen. 


$. I. 


Summation der harmonisch -periodischen Reihe (1.). 


2. 

Die harmonisch-periodische Reihe (I.), die, wenn a, @, 4, .... 4, 
nicht unendlichgrofs werdende Werthe vorstellen, wie aus dem Verfolge 
dieser Nr. erhellen wird, für alle Werthe von x, die numerisch kleiner 
als die Einheit sind, zu den cunvergenten gehört, werden wir unter der 
Annahme, x nähere sich ohne Ende der positiven Einheit, zuerst in Rücksicht 
auf Convergenz untersuchen und hierauf deren Summation ausführen. 

Stellt man, wenn x noch als allgemeine Gröfse auftritt, die Summe 
dieser Reihe (1.) durch y dar, so hat man, wenn die zu demselben Iudex 
von a gehörenden Glieder der Reihe in horizontalen Reihen zusammen ge- 
bracht werden, folgende Gleichung: 

zpH! z’r+tl 
ne (+ tsmtait-) 

a, {X er ar art? 
+ Air en .) 

a,fa® , af) adp# a3p+3 
r P) (5 Forst a Fe aliT. 
oh ein tar „1er Anıkhuns man 
+ 35 


ae ++ te) 





p 2p 
oder auch 


= af Urs tertert.)de 


x 


+2 A+FPLZP HER LH ..)2dz 
+2 f? A+2? +27 +2P+....)z’dz 


u di . . ” . ” . . » 5 . . » . 


+ © (ats ter +24...) 2a 
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Man hat aber für alle Werthe von 2, so numerisch kleiner denn die Ein- 


heit sind, die Gleichheit: 


1 
; pause" == 12-27 er ı....; 


daher stellt sich die Summe der harmonisch - periodischen Reihe (l.), oder 
der Werth von y, durch folgende Gleichung dar: 


L. y=t/° un ztue Eon zn Yo an? Co weder ut. 2 PO 
ih‘ 1— z? 





und da dieses bestimmte Integral, wenn =°<{1 ist, einen endlichen Wertli 
darbietet (Ir. IH. Nr. 106. und 107.°‘)), so ist auch die harmonisch - perio- 
dische Reihe für dieselben Werthe von x eine convergeute Reihe, deren 
Summe die Gleichung (IL.) darstellt. 


3. 


Nunmehr wenden wir uns dem Hauptigegenstande dieser Abhand- 
lung zu, nemlich, den besondern Fall eigens in Betracht zu ziehen, wenn 
x olıne Ende gegen die positive Einheit convergirt. 

In diesem Falle hat das bestimmte Integral zur Rechten in (H.) nur 
in so fern die Bedeutung einer mathematischen Gröfse, als der Ausdruck 
(Ir. IH. Nr. 105. und 106.): 

a +a, 1—o)+a, d—o) +a, 1—o)’+....+a, 1 —w)P-! 


1—- (1—o)P een 


der beim unendlichen Abnehmen von w in folgenden 
1 
Fe en 20000 + 4,) 


übergeht, entweder als unendlichklein werdend, oder als Nullwerth sich 
berausstellt. Besteht sonach die Bedingungsgleichung 


1 
1. „ a+a+3+....+9) = 0 oder = W, 
wo w eine unendlichklein werdende Gröfse vorstellt, und deutet man den 
sich nun ergebenden Werth von y durch y, an, so hat man folgende Glei- 
chung zur Bestimmung von y;: 


SE. — [f atmet Bea #T dz. 
I) 


1—zP 














*) So oft ich im Verlaufe dieser Abhandlung meine Differenzial- und Integrai- 
rechnung mit Functionen einer Variabeln citire, werde ich, wenn die Citation die In- 
tegralrechnung betrifft, solche durch Ir. andeuten. 


14% 
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Ks erübriget uns sonach zur vollständigen Summation der harmonisch -pe- 
riodischen Reihe (I.), wenn in derselben die allgemeine Gröfse x unend- 
lich nahe der positiven Einheit angenommen wird, nur noch die Ausmitte- 
lung dieses bestimmten Integrals; was in der folgenden Nr., bei Zu- 
grundelegung der Bedingungsgleichung (1.) vollzogen werden soll. 


4. 
Nach Ir. II. Nr. 65. Gleichung (91.) hat man, wenn daselbst x? in 
z und » in 2n-+-1 verwandelt wird, die Gleichung: 











2" dz 5 1 2kln+1)o kr 
—— = — - bg (1—2)—— 3 cos log(1—?yYzcos— +2 
1— 2? p s\ P izı p s( v p + ) 
2, hlnt)r V2— cos" 
> z sin — arctang p P + Const., 
Piz sin — 


wo 2 und p ganze positive Zahlen vorstellen und n<-p ist. 
Aus dieser Gleichung findet man, wenn «<{1 ist, folgende: 








'aanda { it | ıln-t)n kr 
— = — —- log(1-a)—— 2 c0s —10 (1-2 4 C0OS— + 0 
JE =-,lst-0)—, 3 07" log(I—zyacos”’ +) 
9 kzp-ı okln--1 ye sin e 
17 3 sin‘ —e arc tang — F - 


Setzt man hier für n nach und nach die Werthe 
0,1,2, 3, 8,22. 3-L, 

multiplieirt in derselben Ordnung die Ergebnisse mit 
G, Gy Gy, Ay sy een. , 

und nimmt hierauf die Summe der so gewonnenen Gleichungen, so erhält 


man, mit Zuziehung der Bedingungsgleichung (1.), 


7 a, +4, sta, +... +a)2P7 dz 





— 








1-— zP 
0 
y PzprZp-! kann kn 
= — _-3 23 a,00s-—— log (1 — Iyuacos — +«) 
p n—1 41 p pP 
host 
ya sin — 
Ba nn a . 2knn 
+-23 2 a Sa arc taug E 
p n—mL ai 1— ya cos 70 





und da man beim Statihaben der Bedingungsgleichung (1.) auch w=1 
setzen darf, so hat man 
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n—p k=p-1 ’ ' cos pe 
yı=— 2 > 2a, cos En 102 5in" — sin nie arc lang u Bey. 
P n=i kzı p <p p ‚ka 
sın 2. 
wo (Ir. IH. Nr. 130. u. 134.) unter 
kıı 
cos; > 
arc lang hm 
1 2» 
der kleinste positive Bogen gemeint ist, dessen trigonometrische Tangente 
leich 
er cos h" 
Bei} 
r ksı 
sın 2» 


ist. Dieser Ausdruck ist aber mit 


(ih) 


gleichbedeutend, und wenn man k <p hat, so stellt der Ausdruck 


nn 
2 2p 
eine positive Grölse dar; daher hat man: 
an 
ar tang 2 m 2 be 
u "Te 2p 
sın —— 
2p 
und die obige y, darstellende Gleichung geht in folgende über: 
n=p k=p-1 ' Yky N q 
y = 3 >> a,‘ =) in _ 0007" jog 2sin zn}. 
Przi ko 2p p p <p 


Dieses Ergebnifs kann mit Zuziebung der folgenden Gleichungen be- 
deutend vereinfacht werden. Man hat nämlich: 
kp Ik 





2 nn 0, für alle ganze Werthe vnn=1bisn=p; 
el 
k=p-1 
2 cos = —1, für alle ganze Werthe vonz=1bisn=p—1; 
a1 
k=p-1 
zZ cos um = —1l+p, fürn=p; 
—— 
Bp-1 Iknn 


>> ksin = —1n» colang für alle ganze Werthe von n=1 bis 
I=1 

j n=p—1; 

=p-1 bh. 

= ksin a = (, fürn=p. 

=1 
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Berücksichtigt man diese Gleichungen, so erhält man, mit Zuziehung der 
Bedingungsgleichung (1.), folgende Bestimmung für y;: 





a n=p k=p-1 u’ 
s. sa 2a, colang""— —. = > a, cos 77 og sin" —2a,log? 
<P n=ı P n=i ki 2» 


Wenn, anstatt aus a anfangs dieser Nr. citirten Gleichung (91.), 
aus der a. a. O. aufgestellten Gleichung (92.) auf dieselbe Weise, wie 
bisher geschah, die Bestimmung des Integrals in Gleichung (2.) geschehen 
wäre, so hätte man auch: 


Ar 0 nu 2 np. kep-1 Dhn kıı 
yı= .- 23 a,cotang -— —- 3 2 a,cos-—— log cos; — 2a,log?2; 
. <P ni p P n=i kzi pP 2p 


daher ergiebt sich beim Statthaben der Bedingungsgleichung (1.) folgende 
beachtenswerthe Gleichung: 





op Bap-t sch nat . ka ei € kun kat 
d. ZZ Z a,cos——logsin — = 2 2 qa,cos Lim g cos, 
ni kl P <p n—ı ki p 2p 


Die hier gefundenen Gleichungen bestehen nur in so fern, als die Bedin- 
gungsgleichung (1.) Bestand hat; beim Nichtstatihaben derselben fällt das 
bestimmte Integral in der Gleichung (2.) aufser den Bereich der mathe- 
matischen Gröfsen; daher ermangeln alsdann auch alle aus demselben ge- 
zogenen Folgerungen jeglicher Haltbarkeit. 


g&. I. 


.. 
i i e dx ' 
Reduction des bestimmten Integrals / y(sinax, cosbr) — auf eines, das denselben 
o 
unteren und einen endlichen oberen Grenzwerth hat. 


5. 
Hat man das bestimmte Integral 
fi Osinar, cosba)“” 
0 


zur Ausmittelung vorgelegt, wo ® irgend ein Functionszeichen und @ so- 
wohl als 5 vor der Hand beliebige Constanten vorstellen, so kann von 
dessen Werth (Ir. IH. Nr. 105. und 106.) nur dann die Rede sein, wenn 
der Ausdruck 

® (sinamw, cosbmw) A, 


wo w eine unendlichklein werdende Gröfse bedeutet, für alle ganze Zahlen- 
werthe von m=1 bis m =» beständig unendlichklein werdend verbleibt. 
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Da diese Eigenthümlichkeit des zuletzt aufgestellten Ausdruckes 
auch für alle endlichen und ganzen Zahlenwerthe von »» Statt haben muls, 
so flielst hieraus, zweitens, dafs die Function von x, 

DO (sinazx, cosbr), 
für unendlichklein werdende Werthe von x gleichfalls unendlichklein wer- 
dend verbleibe. 

Ob beim Statihaben dieser Anforderungen das vorgelegte bestimmte 
Integral eines endlicheu Werthes fähig sei, oder nicht, und wie im erste- 
ren Falle die in der Ueberschrift dieses Paragraphen angedeuteie Reduc- 
tion desselben zu bewerkstelligen sei, werden wir, mit Zuziehung des 
bis jetzt Mitgetheilten, in den folgenden Nrn. aus einander zu setzen uns 
angelegen sein lassen. 


6. 


Wird unter w eine unendlichklein werdende Gröfse gedacht und 
macht man in der allgemeinen harmonisch - periodischen Reihe (1.) fol- 
gende Annahme über die Coefficienten der verschiedenen Poienzen von x: 

a, = D(sinaw, cosdbw), a, —= Plsin?aw, cos?bw), 

» = P (sinpaw, cospbw), 
wo nunmehr a und 5 ganze oder rational-gebrochene Zahlenwerihe vor- 
stellen; nimmt dann p als unendlichgrofs werdende ganze Zahl an, jedoch 
von der Art, dafs 
paw = rar wnd pbw= rhb.Tr, 
wo r zwar willkürlich, jedoch der Bedingung nachkommen mufs, die 


Producte 
ra und rb 


in ganze Zahlen zu verwandeln: so stellt sich die besagte harmonisch - pe- 
riodische Reihe, wenn die in derselben vorkommende allgemeine Gröfse x 
unendlich nahe der positiven Einheit gebracht wird, als das in der voran- 
gehenden Nr. vorgelegte bestimmte Integral heraus, dessen Werth durch 
y, der Gleichung (3.) ausgemittelt werden kann, wenn die Bedingungs- 
gleichung (1.) realisirt wird. | 

Führen wir sonach in diese Bedingungsgleichung (1.) die oben ge- 
troffene Annahme von @,, @;, @;, .... a, ein, so geht solche zunächst in 
folgende über: 


1 2rse 


Ira O(sinaz, cosbz)dz = 0, oder = w, 
> 
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die, weun z in rx verwandelt wird, folgende Form annimmt: 


27 Pr 
$ Olsnarz,cosdre)de =0 ode = uw, 
0 


wo man, was offenbar gestattet ist, zur Rechten vom Gleichheitszeichen, w 
statt ?rw gesetzt hat. 

Trifft daher auch noch diese Bedingungsgleichung ein, in der die 
Producte ar und dr willkürliche und ganze Zahlenwerthe vorstellen, so 


yı — / Ofsinaz, cosdbr) = 
0 


wo ınan y, aus der Gleichung (3.) nach dem getroffenen Uebereinkommen, 
betreflend die Coeflcienten 
4, Gy, Ayy +... a, und die ganze Zalıl p, 
auszumitteln hat. 
Mit der Bestimmung dieser Gröfse y, und der Zusammenstellung 
der End-Ergebnisse werden wir uns in der nächsten Nr. befassen. 


hat man: 


7. 
Zuvörderst enthält die Gleichung (3.) den Ausdruck 


ct n=p-i 
5, 2 a,„cotang 
<P n=1 


nt 


Stellt man denselben der Kürze wegen durch % vor, so hat man, nach 


Kinführuug der Werthe von a, und p, 
Ir ® nu 
um or > Pl(sinnaw, cosnbw) cotang,.. 
Soll der Ausdruck zur Rechten in ein bestimmtes Integral umsetzbar sein, 
so mufs der Ausdruck 


er na 
wD (sinnaw, cosnbw) cotang E 


ni 


für alle Werthe von 2=1 bis n=p—1 unendlichklein werdend aus- 
fallen (Ir. II. Nr. 105. und 106.). Wegen des Factors 


m nw 
u) cotang Ir ’ 


der, für endliche Werthe von n sowohl (nämlich für n=1, 2, 3,..:.), als 
für die Werthe von n, die in der Nähe von »—1 sind, endlich ausfüllt, 
ist es unerläfslich, dafs der Ausdruck 

® (sinnaw, cosndbw) 
für die gleichen Werthe von n unendlichklein werdend ausfalle; d. h. die 
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Function von z, 

DO (snarx, cosbr.x), 
in welcher ar und br ganze Zahlenwerthe vorstellen, wird nicht nur, wie 
bereits Nr, 5. festgestellt wurde, für unendlichklein werdende Werthe von x, 
sondern auch noch alsdann unendlichklein, wenn & in die nächste Nachbar- 
schaft von 27 tritt. 


Geschieht auch noch dieser Anforderung ein PAIN so hat man: 
277 


u=1l D(sinarz, cosbrz) colang , - de; 
0 
und da man unter der so eben festgestellten Bedingung die Gleichung 
a,,=0—0 ode = w 


hat, so geht die Gleichung (3.), mit Beachtung des Werihes von y, der 
vorangehenden Nr., in folgende über: 


f; D(sinar,cosbx) ” 
0 


Er 9 n=p kzp-ı kn ‚kn 
ı Diners, cm) cotang, 5 PR. 2, ig > a,C0s - rs log sin ; > 
nl A 


0 
Hier angelangt, öffnen.sich zwei Wege, die Umformung des in Rede 


stehenden bestimmten Integrals zu beenden. — Der mit dem doppelten Sun- 


. “ . - v 1 
menzeichen versehene Ausdruck dieser Gleichung enthält den Factor — nur 


p 

in der ersten Potenz: folglich ist vor der Hand nur eine dieser Summen, 
entweder die bezüglich auf n, oder die auf k, in ein bestimmtes Integral 
zu verwandeln möglich; woraus die zwei so eben erwälnten verschiede- 
nen Umformungsarten entspringen. 

Führen wir zunächst die Verwandiung der auf n Bezug habendenu 
Summation in ein bestimmtes Integral aus, so baben wir es mit folgendem 
Ausdrucke zu thun: 





2 yon u 2%k [7 u 
Eu. ei, 
| p 
Führt man hier statt @, und p die oben angedeuteten Werthe ein, so hat man 
Ras 2k nu o rs k nu 
-& 4,cos = 4 D(sinnaw, cosnbw) cos ———, 
pP n—L P r TU nl 
oder auch 
n=p 2% nt 1 Zr a 
23 a, cos = — Olsinar x, cosbrx) coskx dx, 
p n=i 


wodurch die Gleichung (5.) in folgende übergeht: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hit. 2. 15 
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.S O(sinaz, cosba) “X 
=ı/" Olsinarz, cosbr x) cotang Z dx 


1 k=p-1 277 s 
N = | Olsinarz, cosbr x) coskxr dr) log sin; ; 
“= fi) 
welche Gleichung die Lösung unseres Problems darstellt. 


Behandelt man in gleicher Weise die Gleichung (4.), so ergiebt sich 
k=p-1 


7. 2 | "Olsinar, cosdrzx) coskx day log sin — 
WW 


ko 
4r 

u ko 
— =(/ D(snarx,cosbrx) coskx da‘ log cos. 
Um die ee unter welchen die letzten zwei Gleichungen bestehen, 


schneller übersehen zu können, fassen wir solche hier kurz zusammen: nämlich 
a) Die Buchstaben @ und d stellen ganze oder rational- gebrochene Zah- 
len vor; r stellt eine willkürliche Zahlengröfse vor, jedoch von der 


Art, dafs die Producte: 
ar und dr 


sanze Zahlen bedeuten. 
db) Der Ausdruck 
DO (sinmaw, Cosmbw) x 
stellt für alle ganze Zahlenwerihe von m=1 bis m =x eine ım- 
endlichklein werdende Gröfse vor. 
c) Die Function von €: 
O(sinarz,cosbrx), 
stellt eine unendlichklein werdende Gröfse vor, wenn x in der Naclhı- 
barschaft von Null und von 27 ist. 


d) Endlich mufs die Bedingungsgleichung 
/  Olsinarz,cosdbra)de=0 de = w 


Statt finden. 


Anmerkung. Sämmtliche hier gefundenen Ergebnisse sind auch auf das be- 
stimmte ae 


dx 


anw ER (Ir. II. Nr. 185. und 186.). 
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8. 
Bevor wir zur zweiten Umformungsart der Gleichung (5.), zur Ver- 
wandlung der Summe bezüglich % in ein bestimmtes Integral schreiten, er- 


achten wir es passend, erst einige Anwendungen der in den letzten Nrn. 
gefundenen allgemeinen Ergebnisse mitzutheilen. 


Als ersten besondern Fall nehme ich das bestimmte Integral 


nn d 

. a N 7 

/ sin at! —, 
e- 


0 


wo g eine ganze positive Zahl und auch gleich Null sein kaun. 
Hier ist 
D(sinaz, cosdbx) = sin x’’t'; 
sonach fällt 5 aufser Betracht, und da man @=1 hat, so kann r —=1 an- 
genommen werden. Ferner hat man, welche ganze Zahl auch m sein 
mag, die Grenzgleichung 


ER 
lim. “2 (sinmw) tr = 0: 


daher findet auch die in 5) ausgesprochene Bedingung Statt. Eben so hat man 
lim. sinw+! = O0 und lim. [sin 27 —w)]t — 0, 

wo die Grenzzeichen Zim. hier und vorbin auf die unendliche Abnahme von 

w bezogen sind; sonach findet auch die Anforderung in e) Statt. Endlich 


hat man 
ME > Yu Wr 2g+1 ar „ 2g+ 
/ sin tr! dx =/ sinct de + sin 2 de. 
V Te 


0 





Es ist aber 
an _ a1 BR- 241 
sncıtde = — sin 2"t! de; 
) 


7 ( 


daher hat man 

JS" sinarrt de = 0, 

V 
wodurch auch die Bedingungsgleichung d) realisirt wird: daher können 
wir bei der Ausmittelung des hier vorgelegten bestimmten Integrals von 
der Gleichung (6.) Gebrauch machen. 


Mit Zuziehung dieser Gleichung hat man: 


ın 
if sin ct! 2 
x 


0 


1 k=p-1 


2r j x Ir L i “ 
—_ 4/ sin 2?7t' colang 5 de —— 2 / sin at! coskx da) log sin ee 
o 


T I 
4 ki 
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Nun ist 

2 „ nn. Bu 
S sin tr coskedz = f sin rt coske dc + S[ sin 2’'*' coskx de, 
B) 0 7E 


und wegen 
a 5 Pr mn 2 
F sinz"rceoskedze = —/ sinxz’+coskx dx 
19 


7 
hat man ner’ 
(«.) Fi sina®tcoskedıe = 0: 
0 


daher besteht auch die Gleichung 

Fe. dx N x 
/ sin at! — = ı/ sin 2?7*' cotaug 5 de. 
" 0 


0 


Diese Gleichung kann man zunächst wie folgt stellen: 


LET 5 ie e\? 
/ sin 2°°t+ m 4/ sınc“? (cos 5) 2, 
0 0 ” 


oder auch wie folgt: 


Cr +) n 
. 9 dx ih 5 6) 2rı . b) 
/ sin 2?7t! = +/ sinz"’de-4 ı/ sin. x’ cosz dr. 
: 0 


0 0 


Es ist aber 


“ 


MT , % 
/ sinz”cosede = 0: 
o 
daher besteht auch folgende Reductionsgleichung: 


on , Rs ‚dx 270 R „ 
Fi sin et! — = ı/ sinz”"dz, 


0 0 
oder auch 


7T 
»n " 


291 dr 


> 
sin x = / sin’ dx; 
Po 


also hat man (Ir. III. Nr. 153. Gl. 44.) 


Fe mg dr 1.3.5.7....(29—1) nm 
J eg Er ee & 


oder, wenn wan den Coeflicienten von x°7 in der Entwickelung von (1+ 2)” 
durch (,) andeutet, auch 


> sin art! = (1 (7 .)2. 


0 


Geht hier x in «x über, so Nu man 


» © dr 
/ sin act! — = = (1) (7 2)5; 


1) 


welche Gleichung für alle positive Werthe von « und für alle ganze und 
positive Werthe von g, Null mitbegriffen, besteht. 





fr 
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Seizt man g=0, so hat man, wegen 


die bekannte Gleichung 


Als zweiten besondern Fall wollen wir das Integral 


? cosr — cosarxr 
dzı, 
x 


0 





wo a eine ganze Zahl ist, suchen. 
Hier kann, wie in dem besondern Falle der vorhergehenden Nr., 
r—=1 angenommen werden. Nach der Anforderung 5) mufs der Ausdruck 


COSMO — COSMA 
m 


für alle ganze Werthe von m=1 bis m=» einen unendlichklein werden- 
den Wertli annehmen. So lange »» endlich bleibt, geht der Zähler, wegen 
lim. cosmw = 1 und lim.cosmaw = 1, 

in Null über: wird m unendlich grofs, so bewirkt der unendlichgrofs wer- 
dende Nenner dieses Bruches, dafs letzterer unendlichklein werdend wird; 
folglich geschieht dieser Anforderung ein Genüge. 

Nach der Bedingung in c) mufs die Function von x 

COST — COSUE 

sowohl für 2= 0 als für #=?27 in Null übergehen; welchem offenbar 
entsprochen wird, wenn « eine ganze Zahl ist. 

Endlich hat man, wegen 


. H . 4 
Stcos— ax)dz = sinx — sin x Const., 
die Gleichung 








y 


27T 
(cosz —cosax) de = 0; 
0 


wodurch auch die Bedingungsgleichung in d) realisirt wird. 
Man hat also, mit Zugrundelegung der Gleichung (6.), folgende Gleichung: 


” 08x — cosexr 2rı E% 
z—=1 (cos 2 — cosax) colang — dx 





L 
0 0 


1 ti 27 


k (') 


(COSsx — Cc0sax)cosk x dx; log sin —- . 


— — 2 
u 


welche sich auf folgendem Wege weiter vereinfachen läfst. 
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Es ist . r 
F (cos — cosax) colang — dr 


u a (COS — 008%) cotang dz 47° (CS — 6084,x) colang > 5 -d. 


0 


Wird im zweiten Integrale zur Rechten x in 2r—x verwandelt, so er- 
giebt sich, da « eine ganze Zahl ist, 


“In x 
/ (cos x — cosu.r) colang — de = EN (COS&K — C0SQX) cotang 7 de; 


T 


also giebt die vorangehende Gleichung 


“ 


7 x 
/ (Cosx —cosux) colang — dx = 0 


0 


und man hat zur Bestimmung des vorgelegten Integrals folgende Glei- 
chung: 
J me ı=-—1 25 (/ (cos2 — cosax)coskx da} logsin'. 
Zur weitern Reduction des Ausdruckes zur Rechten berücksichtige man 
die Gleichheit 
(COS x —Cosax) coskx 

— 1 jcos(k—1)x + cos(k+ 1) = — cos(k—a)x — cos(k+u)r). 
Wird nun, wie bis jetzt immer geschah, « als ganze Zahl betrachtet, so 
erhält man, vermöge dieser Gleichheit, für alle Werthe von A, die von 1 
und von a verschieden sind, die Gleichung 


» 27E 


(Os 2 —cosax) coskr dr = 0. 


« 
0 


Für k=1 hat man die Gleichung 


277 
 (cosr— cosax) coskede = 14 de =ı# 
und für A =a«, 


27 ın 
fi (cos=— cosax)coskrdre = 4/ de = —r 


0 


0 
Vermöge dieser Ergebnisse hat man das Summenzeichen in der vorigen 
Gleichung, die unser vorletztes Integral darstellt, lediglich auf zwei iso- 
lirte Werthe von 4, nämlich auf 

kal mi = 
auszudehnen, und man hat sonach 


* 08. r —cosar 1 u . 00 
——de= —— jrlgsinz —zlogsinZ/, 
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oder auch 








sin 40 
? cos X —cosar a 
dx = log- i 
x i 
0 sın — 


Stellt nun « nicht nur eine ganze, sondern auch eine endliche Zahl vor, 


so hat man 


sn- =” ud ınt— 
474 A 


und die vorige Gleichung bietet folgendes Eindresultat dar: 
” cos 2 —c 
/ SH de— log«, 


a“ 
0 
welchem man, da « positiv oder negativ sein darf, folgende F'orm geben kann: 


iA c0S X — cosa@x Zu ilane? 
0 r , 


Stellt 2 eine von « verschiedene ganze Zahl vor, so hat man auch: 
we) 
cos r —cosPxX 
/ Pre — 4logß’; 


0 nu 
subtrabirt man dieses von einauder, so hat man 


je) 
cosa x — cosfx P\? 


3 
0 
wo a und ß beliebige ganze Zahlen sind. 
Geht, um diese Gleichung zu verallgemeinern, x in mx über, wo m 
eine beliebige positive Zahlengröfse bedeutet, so stellen «am und Am be- 
liebige Zahlen vor. Setzt man demnach 

















om —=a und Pm=b, 
so ergiebt sich 
” cosar— cosbx b\? 
/ ke 62 = }log (}) ; 





0 
wo A und #4 zwar völlig willkürlich sind, jedoch ein commensurabeles Ver- 
hältnifs eingehen. 
Anmerkung. Diese Gleichung besteht auch, wenngleich « und 5 ein incom- 
mensurabeles Verhältnifs haben; wie man es aus den meisten Schriften über 
Integralrechnung entnehmen kann (Ir. III. Nr. 158.). 


10. 
Auch folgendes bestimmte Integral: 


'ä log 1+2acos ceta? dx 
9 








1-F2acosaxtua:? ' x’ 
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in welchem « eine ganze Zahl vorstellt, wollen wir noch mittelst der allge- 
meinen Resultate einer Reduction unterziehen und es zu bestimmen suchen. 


Auch hier kann man x == 1 annehmen. Ferner ist der Ausdruck 


1+2ucosmo 4a? 
1+2acosmao+ a? 


für alle Werthe von m=1 bis m —= » unendlichklein werdend, wodurch 
der Anforderung in 5) entsprochen wird; die Function von x: 


wo 1+2a cos x ta? 
> 1+2acosex-+a? 


geht für z=0 sowohl, als auch, da « eine ganze Zahl ist, für = ?7r, 
in Null über: also geschieht auch der Bedingung in c) ein Genüge. 





I og 
m 08 








Um endlich die Realisirung der Bedingungsgleichung in d) darzu- 
thun, müssen wir Einiges voranschicken. 


Läfst man in dem bestimmten Integrale 
F. log 1+-2acosa +a’)dr 
0 
x in #— x übergeben, so ergiekt sich die Gleichheit 


(«.) /og(i-+2acosc+ a) dx = / "log(1—2acosc+ a)dx. 
Ferner hat man die Gleichheit 


[gi +2acosz-+a)de = > / "log(1 +2?acosz-+a')dz, 
“v ns (n-1) nz 


wo «a eine ganze Zahl vorstell. Wird hier in dem Ausdrucke zur Rech- 
ten na —x statt x geseizt, so hat man auch 





/” logt+2acosz +‘) de== "log(1+2acosnr cosc+a)dx. 
e n—l 


0 


l,öset man das Summenzeiehen zur Rechten auf und berücksichtiget die Glei- 
chung («.), so findet man folgende: 


(ß.) S”a+2acoss +‘) de = af” log(1 F2acosx + a’) de. 


0 
Nunmehr ist es leicht, die Bedingungsgleichung in d) zu realisiren. Es ist 
nämlich: 


van 1+2a cos r ta? 
J lo Se ee de 


0 


= /"logcı +2acose+a)da— f log(1+2acosar + a) de. 





0 
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Wird im zweiten bestimmten Integral zur Rechten — statt x gesetzt, so 
geht diese Gleichheit über in 


27 1 „ Y 2 
/ un +2acosr +u dis 


4 P 1+2acosect a? 





— / "log(1+2acose+a)de— 1 ["log(1+2a cosc+u)dı, 


was mit Beachtung der vorhin aufgestellten Gleichheit (£.) in 


°e 1+2uacos x ta? 
J de .. 


— 2/"log(1 +2acosc+ a)de—“ f" log(1+ 2a cos + a’) dx 


übergeht, oder auch in 


27 1+2acos x +a? um 
(1) J loB IF gaossast a: 97 uudkug 


w. Z. Z W. 

Wir sind also, bei der Ausmittelung des vorgelegten bestimmten In- 
tegrals von der allgemeinen Gleichung (6.) auszugehen berechtiget, die, 
auf den vorliegenden Fall angewendet, in folgende übergeht: 


E Y 1+2acosr +a? = 





5 1-+2acosex + ua: 


27 Re 1+2acos x ta? _ 
Yf cotang ;- log 1713 5,0 dx 


0 
1 k=p-1 27 p, 2 , ie 
a a >> If coskx lo or 1+ En + un de) log sın ku . 


a u I > 1-+-2acosex-+u? 








Zuerst wollen wir darthun, dafs das erste bestimmte Integral zur Rechten 
vom Gleichheitszeichen den Nullwerth hat. 


Es ist nämlich 


Ir £ 1+2acosx tu? 
I cotang 2 08 F2acmsar ta: 4T 





1-42a cos. x te 2 fe" 1+2acos x +0? 
=f' colang, - log 14 2a cosar+ a? dc cotang 5, 5log; 142 dCO8 a. r-+a? dz 


Wird im zweiten dieser Integrale 27 —x statt x gesetzt, so erhält man, 
beachtend den Umstand, dafs « eine ganze Zahl vorstellt, die Gleichheit: 


dr 1+2acosa ta? ,  __ ir X 1 „$t2acosx +a? 
/ colang 5 10 1.9 vos I cotang 5 log isssastai dx; 


[4 0 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIll. Hft. 2. 16 
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folglich erhält man, wie behauptet wurde, 


un r ı 1+2acos.r +ua? ar 
(d.) I cotang MEI L2ammdi de=0. 


Vermöge dieses Ergebnisses hat man, wenn der Kürze wegen 


BER: \ 14+2aucosx +u? | 
IR) = coshw log yes ar ui 


geseizt wird, folgende Betmntienngieiikung: 


200 12a cos r ta? dr __ En ke 
(4.) J log {f 3acosartai = = nz fWwlogsinz. 


Um fh) zu bestimmen, stellen wir zur Vereinfachung folgende Glei- 
. ’ ad 27 r 
chung fest: Ur « = / coskxlog(1+?2acosax +a') de. 
3) 





Dies giebt 
Ss gıe 
[(k) = U, Ure 


und unser nächstes Geschäft wird die Untersuchung der Function a,,, betreflen. 
Wird in dem bestimmten Integral, welches ;,, darstellt, x statt «x 
geseizt, so hat man auch: 


1 2ast k a 
U = af cos „log (1 +2acose+a)dz, 


’ & 


welche Gleichung auch folgendermafsen gestellt werden kann: 


1 n=u »n. 2% 


= k 2 
u.=-— 2 cos x log(1+?acosz+ a) dw. 


G nm 
Nnz=i (n-1) rt 


Geht hier x in n.27— x üher, so hat man 





1 n=a 277 k; A 
u. Ef cos = (Inz—x)logl1+?2acosx +u') dr, 
nz| o 
oder auch 
1 PER k 2) 
U, Er: { 2, cos = (2 nr —x)) log(1+2acosc +u)de. 
nl 
Es ist aber 
k | wi 
nz sin |2ka + — (n—e) — sin — (n—r) 
& 
I cos- " (Anr — c) — 7; - -: 
un . v 
as 2 sin — ı 
& 
folglich hat man 
1 u s ; ; 
> cos (nz —x) = 0, wenn k kein ganzes Vielfache von « ist, 
| 
und 
— 


k Z . » 
>> cos _ (INnT—x) = acosrz, wenn k=ru ist, wor eine ganze Zahl 
nl 
vorstellt. 
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Man hat also 
Uno = /" osr® log(1+2acose+a’)de = u, ,; 
0 


und wir erlauben uns eine kleine Unterbrechung, um ein so eben gewon- 
nenes, nicht uninteressantes Ergebnils besonders hervor zu heben. 


Wenn k und « zwei beliebige ganze Zahlen vorstellen, so hat man 
ak coskx log(1+?2acosur +a)dz = 0, 


0 
falls « kein Divisor von k ist; im entgegengesetzten Falle aber, wenn 
k=rau ist, wo 
= Ö, 1, 3, 3, 4, u... 
sein kann, hat man 
2rı 
/ coskzlog(1+2acosux +ua)dx 


(N) 
27 
=/ cosrzlog(l + ?acosacr + a) dx. 
“o 
Wenden wir uns nun wiederum unserem Gegensitande zu, so sind 
wir mittelst der so eben ausgesprochenen Ergebnisse folgende Gleichung 


aufzustellen berechtiget: 
f(k) = Ur, 1 —U, 19 





oder 
zrı 1+-2acos.r a? 
va coskx log in 5 ehe ut Ah die a 
i 1-+-2acosaxr + u? 
27 “ 
= f (cosk2—cosrx)logil +2acose+ta)d«, 
o 

wo 


IR 
k=ra ode r= - 


ist und r eine ganze Zahl vorstellt. 
Zur weiteren Reduction der letzten Gleichung legen wir folgende 

zum Grunde, die durch theilweises Integriren gewonnen wird: 
ST wosrz log(1 +2acosx+ a) dx —_ 


0 
wenn A eine ganze Zahl vorstellt. Da man aus dieser Gleichung folgende 


gewinnt: 


2a Ir sind.r sin. 


I 1+2acosctar a 


a [7 cos(A—1) x — ccs (-+1)x 





ER = 
/ cos\xlog(l+2acose+a)de = 7 dx, 


4 . 1+2acosc ta? 
so hat man (Ir. Hl. Nr. 172. Gleichungen (2.) und (e.)): 
16 * 








124 2. Raabe, Summation harmonisch-periodischer Reihen. 





ST osız log 14 2a cos + )dz = 2r(—1)". 


(e.) . 27ı 
F cosAx log(1+?acose + a) dx = 27(—1)"". 


0 


welche Gleichheiten für «#= 1 ein und dasselbe Resultat darbieten, das 
auch durch eine directe Bestimmung sehr leicht gewonnen wird. 
Diesem zu Folge hat man, wenn «“<1 ist, die Gleichheit: 


1 2 —1 Pr) 
(<.) ji KT Sata dr= 2 * — (1), — 


und wenn @’ >1 ist, die folgende: 

. a FE 1+2acosr +a? sie ka"  @ 
(9.) J coskzxlog; IT 2er ig dx == 2000 1) — (—1) =). 
Mit Berücksichtigung dieser Gleichheiten schicken wir uns nun an, die 
Summe met 


3 f(k) log sin — u 


} 
9 für ®<1, 


-2 
u 











in welcher p eine BEER VO ne werdende ganze Zahl vorstellt, einer wei- 
tern Reduction zu unterziehen. 

Beachtet man die Bedeutung von f(Ak) und fassen wir zunächst den 
Fall ins Auge, wenn 4 <1 ist, so bietet die Gleichheit ((.) Folgendes dar: 


k=p-1 


3 f(k) log sg 
kn 
— 273 (1) % j0g sin — 27 21) 7 log sin zur, 

ki r—l 
oder auch no 
2% N ko n S 1 1 a” lo sin ey 
or — ıı / ne " PRNBERE: PER 
kunt z fi) v5 sin 4 n(- ) n 05 . na" 
sın 


. 2 . . 2 ® 
Im vorliegenden Falle, wo a’ <1 ist, nimmt der Factor — beim un- 
= ) 
endlichen Zunehmen von rn ohne Ende ab: daher kann in der letzten Glei- 
chung die auf rn bezügliche Summe von = 1 bis zu einem hinlänglich 


grofsen, jedoch endlichen Werthe ausgedehnt werden. Man hat aber, wenn n 
eine endliche Zahl vorstellt, 











sin Er 
ne 
an nao na a’ 
4 4 
folglich geht die letzte Gleichung über in: 
i-p-1 n=n 
Ru f(k) log sin “ = 27 (log -) 2 z > (1 £ =. 
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Bei der vorliegenden Annahme für @ hat man 


nn 


>> aa, A “ = log(1-+a); 
nal 
daher ist 
k=r-1 
2 f (k) log sin“. = —?Trlogalog(1-+a). 
l 


Wird dieses Ergebnifs in die oben aufgestellte Gleichung (A.) gesetzt, so hat 
man 


” 1+2acosxr ta? dr . n R 
IE SRED. _ BIESERPEESNENUEEEEOER NER — — 7 \ - 5 
/ log; gen er De loga’log(1+a), für @°<1 


0 
Auf gleichem Wege, oder als Folgerung aus dieser Gleichung erhält man 
r 1+?2ucosxr ta? dx . 1 Pr PP 
I log If2acosarta' ı — log « log (+), für a > E. 
Diese Erg gebnisse, die nur für ganze Zahlenwerthe von & bestehen, zu 


verallgemeinern, lassen wir abermals den Fall «4° <{1 auftreten. Bei dieser An- 
nahme für «a hat man, wenn ß irgend eine ganze Zall vorstellt, die Gleichung 


"in" tt2eecosr ta? dr n2 . 
I log 1 9 oosßr tar a Da lege log(1+a). 


0 
Diese Gleichung, mit der vorigen durch Subtraction verbunden, giebt 


1+?acoser ta? de __ “nn 
I log 15 2acosßxtu:" x log(1-+a) log (2) , 


Setzt man hier mx statt x, wo m eine beliebige, positive Zahlengröfse 
vorstellt, so stellen die Producte «»» und Bm, die wir der Einfachheit we- 
gen durch & und 8 vorstellen wollen, gleichfalls beliebige Zahlengröfsen 
vor und man erhält 
” 2 
JS eirensege = bsitaleg(}), für a<ı, 
und auf gleiche Weise 
2 2 
S Vs izuengte = a ll+ ld), für >. 
In diesen Endgleichungen stellen & und ß beliebige reelle Zahlenwerthe 
vor, die jedoch, wie aus der Deduetion derselben erhellet, ein commensurables 
Verhältnifs eingehen müssen. Bedenkt man aber, dafs jede incommensurable 
Zahl mit jeder verlangten Schärfe durch eine gebrochene eommensurable 
Zahl ausgedrückt, wenigstens so gedacht werden kann, so gelangen wir zu 
der Folgerung: Die beeden so eben gefundenen Gleichungen bestehen für 
alle reellen Werthe von a und . (Die Fortsetzung folgt.) 
Zürich im Januar 1840. 


mn ENIEEIIIZERETEIEDEIUE nn 














i 
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3. 


Itemarques generales sur les transcendantes & diffe- 
rentielles algebriques. 
(Lu & l’acad&mie royale des sciences de Copenhague le 15 Febr. 1839.) 


(Par Mr. Chr. Jürgensen de Copenhague. ) 





Soil X nne fonction queleonque algebrique de x, c’est-a-dire une fonc- 
tion rationnelle de x et d’une quelconque des racines Yı, Yay Yas +s.+ Yu 
de lequation 
y"+pmyY"+py" te. tPpıyYtpm = 0 
dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles et entieres de x; on sait 
quon peut toujours donner a cette fonction Fune de deux formes 
= tl, X=f20ıe, 
ie 
fx «etant une fonction rationnelle, entiere ou fractionnaire de x seul, et 
®,x etant une fonclion rationnelle et entiere de x et de la racine y; qui, 
ui möme, est a son tour une fonction de x. (Voir p. ex. vol.19 p. 114 de 
ce journal.) Cela pose, il se presente dans la recherche de lintegrale 
/X6x les deux questions principales: 

1) Trouver les cas, dans lesquels on peut exprimer / X dx sous forme 
finie, c’est-a-dire par un nombre fini d’operations algebriques et 
logarithmiques; 

2) Trouver des relations entre les integrales / fe, D,xı 9%, /f&: D,x,0x, 
etc. qui repondent aux variahles x,, x, eic., dependantes entre elles, 
et aux differentes racines y;, Y, elc. 

Les moyens, qu’on a employees jusquici pour arriver & la solution 
de ces deux problemes, sont fondes en grande partie sur la decomposition 
des fractions rationnelles; c'est pourquoi nous allons d’abord etablir les 
propositions suivantes. 

Soient fx et Dx deux fonctions entieres de x, et 
DPx = K(xr—a)(x —4,) .... (—a,). 
Designant it par D’x on a D’a,= la valeur de RL lorsque z=a,, 


7 % N; ut i 


e 


done, par une formule connue (vol. 19 pag. 84 de ce journ.) 
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fx _ BR, fa; 1 Ah AN, 


px zn in a, 


IH };pt} etant le coefficient de nd dans le developpement d’une fonction quel- 


conque ‘Y? suivant les puissances descendantes de E. 
Si lequation ODx=0 a des racines egales, de sorte que 


m; In m 


Ox = K(r—u) (c—a)°.... (we —a,)", 








(m; 
Y ’ 2: px 
on a ——— = la valeur de ——— lorsque z=a;, done en sub- 
1.2.3....m; (r—a,)" u 


stituant dans la formule qui a lieu pour ce cas (vol. 19 pag. 85), il vient 











1 a, 
. | art ! 
fx u = (2 — (,) pp "a; = f\ 
Ed S M; n ml Ei + H t—=zr'0o1)° 
p ii oa. ! F 


’ BE an. het) 
Lorsque fx contient le facteur (e—a;)' , cette equation se reduit apres 
le developpement de la differentielle a celle- ei: 





. m—1 
BR Audit. 1 ft 
En a rt} 








p 1 Il a," 4; 1 
f (m; —1) a, fa, 
ou bien, puisque dans ce cas ——— = ——, 
p? a, y'a, 
bang d. 
a m; r“; -+H} 1 3 
px ı  (e—a)y'a, t—ı yi 


Supposant que les quantites @,, @,, .... a, dependent d’une variable 2, 
’ h px 
on aura, en faisant pour abreger (77) =PD-x, 


dx = m Ka a1 a"... + etc. 


D’ailleurs 


P'x 


m, Kx— a)" (x —a,)"....+ etc. 





done 
pa, da, 
- u 72, 
ou bien 
/ 
a = — 
pa pa; ne 


et parconsequent 
fx Be‘ 1 fa; „f! 
. Z=2m 4.8. 








Ma, — x)y'a,; 5 
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Dans ce qui va suivre, ces denz formules seront appliquees aux fonctions 


0,8 On 
Ö, —Pı a4 Met. n On 
0x 0,x 

ei 5,5, 924 0, DH... 





ou Dix, D,a, .... D,x ont la signification indiquee ci-dessus et ou dx 
est une foncetion de la forme 


vuy t+oy"” +... tu, y+v; 
©, ©, 2... 9, Clant des fonctions entieres de x, dont les coefficiens de- 
pendent de 2, et 6,x, ,x, .... d,ar Etaut les valeurs de dx lorsqu'on y fait 
yz=Yır Yır, «,o. Yu, enfin ix a 0, == a etc. 

Cela post, on voit que les deux fonctions sont rationnelles et syme- 
triques par rapport aux racines Y,, Ya, - «++ Y„ et parconscquent rationnelles 
en x. En les reduisant au möme denominateur, celui-ci prendra la forme 

re... —= Kir—a) (X—a,)’....(X—a,)*, 
KR etant une constante. 

Considerons maintenant un facteur quelconque, represente par (e—.u)”. 
Puisque le produit 9, x.0,x .... 9, contient ce facteur, on pourra toujours faire 
em la—a)'kh, Hr = la—a)’kK, ..:..:. Hr —=(x—a)”k,, 

ou y nr F+...+V,= m. On aura ainsi 


‘ y— Y 7 k 
he = v(x—a)" 'kıt+(x—a) or 


eic. 
vi da v, ok, 
Ir = —na-a hate) 
etc. 


et la substitution de ces valeurs rend divisibles les deux fonctions fraction- 


naires haut et bas par (x —a)”"', de sorte qu’on peut les decomposer au 
moyen des formules ci-dessus. 


Reduisant d’abord au men denominateur la fonction 


0,4 = x 
- : D,x =P: z Zu .... t7 y - nK 
0,8% 
et differentiant ensuite le ce par u ax,ona 
6,2.0,8.0; Ant. pı X +9,80 IE Ep H-.-- 








(x. 0, I BR 7 FIR ua u 7 OR? DR ı FR VER ı FR RER / Rt oa > PRRR e 
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Substituant les valeurs de 9,x, d,x, .... H,x, x, .... et faisaut za, 
le resultat, multiplie par »n et divise par —a, dounera, en vertu de la 
formule (1.), la fraction partielle correspondante 


v‚p,atv,9,0+ ....+vyna 
x— a 





Pour la fonction 


ge +; — px +... + SE Q,2 


la formule (2.) donne de Pi. la fraction partielle 


v‚9,a+t9% mat... trnyna da 
a— X "02 


Dans la suite on supposera une des quantit&s vi, Ya5 +»... v„ Egale a m et 
les autres egales a zero. 











Apres ces preliminaires, je passe a la premiere question ci-dessus 
mentionnee, et pour cela je donne & lintegrale / Xoz la forme tr ö 
PX 


Si elle peut siexprimer sous forme finie, on sail, qu’on peut toujours faire 
JE oc=U+A,logV,+4,logV;+...+A4,legV, = U+zZAlogV, 
k 

ou A,, A;, .... A, sont des quantites constantes et U, V,, V;, .... V, 
des fonctions rationnelles de x et y;. (Voir Journal de l'ecole polytech- 
nique cah. 23, pag. 42 et 59, mem. de Mr. Ziouwville.) 

Au moyen de l’equation „Y+p, y} "+... +?,= 0, qui determine 
y„ en fonction de x, on peut reduire ces fonctions aux formes suivanies: 

U=ryT+4r,y’t..+r_NTtr 

?ı3 Pay ++... 7. eElant des fonctions rationnelles, entieres ou fractionnaires 
de x. Ei parceque de l’equation yE + p,y7"++...+p,=0 on peut tirer 





) 
— en fonction rationnelle de x et y,, on a de möme 
oU r N 
2. H— ı)% '+ty "+ ..t+tL_Yy, tt: 





&, a5 «+... £, etant des fonctions Hehe de x. Designant ensuite par 
V une quelconque de fonctions V,, F:, .... Vı, on a 


uw tu, 1 +... +0$_, Y,.te, 0,8 


V= = . 








$ $ 
OU %ı5 day «+... ©, et 8 sont des fonctions entieres de x. 
Crelle’s Journal d,M. Bd. XXIII, Hit. 2. 17 
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Ainsi done, toutes les fois que lintegrale SE fe -dx est exprimable 
sous forme finie, on pourra lui donner la forme 


Te: —= U+24[logd,x— logs}. 


Si les coöfficiens A,, A,, .... A, sous le signe 3 satisfont & 
l’equation 
BA +PRA: + ....+Pı Ar =(, 
Pıs Ras «+. ß, etant des nomhres enliers, on pourra, en mettant au lieu 
de A, sa valeur, diminuer d’une unite le nombre des logarithmes sous le 
sigue 3, et l’on pourra repeter cette reduction jusqu’a ce qu’elle devieune 
impossible, ou que la partie logarithmique ne contienne qu'un seul terme. 
Pour plus de simplicite nous nous dispenserons d’ecrire le signe Z, ce qui 
ne change pas le fond du raisonnement. On aura ainsi 


SE = U+Atloghr —logs}, 
ce qui donne en diflerentiant 


Cette equation doit subsister pour ei des racines Yı, Yay ++ 0. Ya; 
c'est a dire pour toutes les valeurs de k depuis k=1 jusqua k=n. 
Designant donc les valeurs correspondantes de U par U, T,,.... U,, 
on a, en faisant k= 1, 2, .... n et prenant la somme, 


nfz = U, +UD,zr+...+U,9,x 
+ + et. + de 
—4 e De+Dxr+...+0,r). 


Si, au moyen de cette @quation, on veut trouver une fonction telle fx, que 





hl, devienne integrable sous forme finie, D,x etant donnee, il faut 


d’abord en deduire la forme de Tintegrale. Or c’est ce qu’on peut faire 

facilement dans un cas particulier tres-Etendu, savoir, lorsque les quotiens 

qu’on obtient en divisant chacune des fonctions P,x, D.x, .... P,x par 

une quelconque d’entre-elles, sont des quantites constantes. On a alors 
Dxz—=chAr, Dem=cohr, .... Dre=chr, 

Ax etant une fonction de x et C;, &y »«.. €, des constantes. Partant 
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X 1 ‘ N D 
4& 4 Ferse er 


+4 (4 Hop ER ee U 2 =) 
Fe 


donc, en integrant, 


fie 6x = = „U, +0 U,+...+ c, U,} 
+ — - — Ale logd, + 0, logd,x -+....+ c, logd, x} 


+ 4 logs{, ++... +c,}. 


Telle est done la forme de lintegrale, si d’ailleurs elle existe sous 
forme finie. 


n 
Soit par exemple Ar=y(Yx), Va etant une fonction entiere de x. 
On a dans ce cas ,=u, a =d, .... 1, =.a«”, en representant par «a. 
@, 2... @* les racines de l'equalion &—1=0. 


Puisque 
u ern KIN HET) LH tray lbr)tr,, 
on {rouve, en vertu des proprietes des racines de lunite, 
1 / 
10 0+0U,+.... +0) = ryY(do)”) 


en &eerivant simplement r au lieu de r,. Done 
1 


n-1 

: j , ed ER | OWE 

(U +2U:+... +0) SW)" + re) er. 
On a dailleurs , ++... Er =(, done 


























er —1 „OUx 
fee Hr + Alte), 
ou bien, en decomposant la onsion raionele 
= voltage +... + as) 
au moyen de la formule (1.) ER. en faisant 
10. er = Kira) (7a)... (0 —a,)"“ 


et supposant que x=a; ne fait &evanouir quune seule de fonctions #, x, 
9,%5 0... On, 9, par exemple, 
17 * 
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or nl, u mal V (wa) 
ra +) 
equation qui donne la forme E la ah rationnelle fx. Et la forme de 
lintegrale sera 
# SE r/ (Cbx)"- +  Alalogd, + log +... .+.0”1log9, x). 
V(vs) 
Le probleme de decider si une telle iniegrale existe sous forme finie, 
et de la trouver dans ce cas, se trouve ainsi reduit a celui de trouver s’il 
existe des fonctions r et $ et des constantes A, qui satisfont & l’&quation 
ci-dessus lorsque fz et Yx sout des fonclions donnees. Pour le cas des 
fonctions elliptiques c'est la comparaison par rapport au parametre. (Voir 
Vol.4 pag. 274, 75 de ce journal.) Ä 
Si lon veut que liintegrale soit exprimable par des operations alge- 
briques seulement, elle doit avoir la forme 


SEE = rw) Zr, 
V (vr) V (va) 


ce qui est conforme a ce qu’a demontre Mr. Liouville, Vol. 10 pag. 356 de 
ce journal. Si au contraire on veut quelle s’exprine par des logarithmes 
seuls, et si en meme temps fx est une fonction entiere, on voit par la forme de 


cette fonction, que Y(Wa;) doit se reduire A zero pour toutes les valeurs de ;, 
ou, en d’autres termes, que Yx doit &tre divisible par («—a,)(2—.a,)... 
..(2—a,) (Pour le cas de n=2 voyez Vol.1 pag. 288.) On a alors 


Mt 
a r AH a): 
equation qui determine le plus haut degre que peut avoir la fonction fx 


pour que lintegrale puisse s’exprimer par des logarithmes. (Pour le cas 
de n=?2 voyez Vol.1 pag. 200.) 








Venons maintenant & la seconde question generale, et considerons 
pour cela la differentielle algebrique X2x sous la forme fx.Q,x.dx, fx 
etant une fonction rationnelle de x, dont le denominateur soit 

L(2—a)" (<—@)’....(—a,)®, 
ou Z est une constante et oü 7, 73, » +». 7, sont des nombres entiers positifs 
ou zero, ei ®,x Etant, comme ci-dessus, une fonction de x et y;, laquelle 
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est une racine de l’equation 


Y"+my"+Ry"+..+m-y+p = 0 
Cela pose, la fonction transcendante /f® D,aor= Jr aura la 


propriete generale contenue dans le theoreme suivant. 
Si l’on substitue les racines Yı, Ya, +++» Y„ de l’equalion precedente 
dans une fonction entiere quelconque de y: 


I = Her tee tm tn 
Yıs Ga +. Q„ Etant des fonctions entieres de x, dont les coäfficiens de- 


pendent d’une autre variable z, qu’on denote les fonctions en resultantes 
par d,x, dx, .... 0,2, et qu’on fasse 

9,27... de K(x— x) («—x.) . ua (2—x,)%; 
si de plus Ya, Ya, .... Yx, representent les valeurs de Yx lorsque 
C=X, Kay ee. 2,, Oü Von suppose que chacune des valeurs de x ne 
fait Evanouir qu’une seule des fonctions $ et qu’on donne a y;, dans Yx la 
valeur correspondante; qu'on fasse enfin fz (e—a,)"=7;x, on aura 

4. my tmyvont+...+m vr, 

5 gi In;a, (p,a,log0,a-+9,a,logd,a;—+....+ Pn®i log 0, ah 
im 1.2.3....0,—1)da 

—H{fz(O,21logd, e+P;.zrlogd, ce +... +9, z2logd, 2); +C, 
H representant le coefficient de — dans le developpement suivant les puis- 
sances descendantes de x, de la fonction affect& de ce sigue, et Ü etant une 
quantite independante de z ou, ce qui est la m&me chose, de &,, &,, ..... x, *). 

La demonstration de ce theor&me consiste dans les trois operations 


suivantes. 
1°. Reduire au meme denominateur la fonction 














0,x 0,8 On X TON, 
dr +, ,Mrt...+ 5, dr oü 9 = win, 
decomposer ensuite en faisant usage de la formule (2.), et integrer par rap- 
port & 2. On obtient ainsi, en faisant pour ahreger 


D,xlog9I, e+Pxlogd,x + ....-+09,xlogd,x = Az, 
hzu , 
L. AT =ra— HEN +C, 


h=i u A X 


en supposant que z= x, donne $,x = 0. 





*) Ce theoreme est le meme que celui qu’on trouve dans la note inseree Tom. 19 p. 113. 
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2°. Multiplier cette equation par 7;2, differentier r;—1 fois de 
suite par rapport & x, diviser par 1.2.3....(;—1) et faire z=a;. On 
trouve par la, en ecrivant sous le signe ZI, x au lieu de i, 


gri-1 7; a; 
Ef 2, 
13 
11. N) m, D, 0, 0 ac, 


N 1.2.3....(,—1)dali! 


r;—1 7,4; 

eat) jr 0 a > 

= Er nme, rr x 
1.2.3....(r,—1) da}: u 1.2.3... —1)dat! +0, 

















IH designant le coöfficient de — et C, une quantit@ qui ne depend pas de 
X, X)» u... Tu 
3°. Faire la somme de w equations de cette forme, c'est a dire de- 


puis 2= 1 jusqua 2=w et y ajouter l’equation 


5 H (; f =) m;,P; 2,92, = —n{a( az} 26, 





ou le signe ZI hors la parenthese represente le coöfficient de Z et celui 


a _. „ep: 1 e . 
dans la parenthese designe le co@fficient de 7. Au reste cette equation 
sobtient en €crivant dans (].) au lieu de Ax une fonction qui pour une 


variable quelconque % ait la forme 4 mi (u—z)Au. 


t— u 
Maintenant on a la formule connue 
A | N 








m. 1.2.3....(r,—1)da, +n(-); 
done enfin: 








h=u 1=w a. 0:0: 
Im. S /mfa,Or Iın=S abe ie  —Hifz.12)+C 
h=1 =11.2.3....(r,—1)da 
ou bien 
Bun mu Te are 
Smyn—S ui) ___Hfz.r2)+C, 
h=1 = 1.2.3....(,;—1)dali 


ce qui est l’equation du theoreme. 


Ce theoreme comprend immediatement la comparaison des transcen- 
dantes en question par rapport & la variable, et il semble qu'il puisse con- 
duire en meme temps a la comparaison par rapport aux modules, parcequ’on 
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peut regarder les valeurs de ®,, qui proviennent de ce que les constantes 
dans l’equation primitive en y changent de valeur, comme resultantes de 
la substitution des racines d’une &quation d’un degre plus eleve. Nous 
nous bornons pour le moment a montrer comment les theor&mes connus 
pour la comparaison par rapport & la variable, decoulent de celui-ci comme 
corollaires. 


Desiguons le produit yı.Ya»++..y„ par p: alors en est une fonction 
k 


entiere et symetrique des quantites Yıy Yay »*+* Yızıs Yırıy *+ ++ Yn, parlant 
en vertu d’un theoreme connu, une fonction entiere de x et yx. Si mainte- 


fx 


nant on fait dans l’equation (A.) O,x = er et qu’on Ecrive z au lieu def, 
on doit y ajouter les termes provenants du facleur y= (e—b)' (x —b,)': .... 
Mais ces termes disparaitrout sous certaines conditions, ou deviennent in- 
dependants de 2, de sorte quils peuvent Etre compris dans Ü, ainsi qu’on 
va le voir. Puisqu’on peut faire 

logd, x = logg, + Vıyi; 
V, etaut fonclion de z et y,, on voit que la fonction 


O,xlogd,c+P,x logd,r +... +D,.x logd,x 


peut se meltre sous la forme 

(Ddxr+Pp.x +... — dx) logq.+ (V, + V, + Er . V,)p; 
parceque D,x.y,=p. Si l’on multiplie ceite fonction par 
fx 
p 
ensuite s—1 fois par rapport A x, divisant par 1.2.3....(s—1) et faisant 
x —b, ce quil faut ajouter pour le facteur (ce—b)‘. Or le terme 

N +rN.+....+Y.)fr(a—b‘) 
1.2.3....(s—1) ga! 

s’evanouit lorsqu’on y fait &—b; on m’a donc a considerer que le terme 


tt tn} 


(2 — bh)» 
1.2.3....(s—1) da! 








A 
—— ou 
(e—b,)!.... 


bien, ce qui est la m&me chose, par —(xz=—b)', on aura, en diferentiant 

















qui devient zero pour z=5 lorsque x + 9x -+...+PD,r contient le 

facteur (e—b)' ou est egal a zero, et qui ne depend pas de > lorsque g, 

ne contient pas cetie variable. En se rappelant que ®,x= = E, on voit 
“k 

donc, que les termes dont nous parlons deviennent zero ou independants de z 
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toutes les fois que avant -dernier terme de l’equation y"+p9,.y""+...+p, 
est nul ou divisible par le dernier terme, ou que g, ne contient pas 2 


Si une de ces conditions a lieu, on aura en faisant 


I» os = Yx, yı =Uv, 











Ik 
B. myas +mVi2+...+m ve, 
et logd, a; log a, = log 9, N) 
iu © 7; a, ( A, a, + +.. + A, a, 
= ı 











im! EEE RTERET m 
log 56, 
— Hifa (a4 RE Wii at \+0. 


Ceite &quation peut se deduire immediatement de la me&me maniere que 
l’equation (A.). En effet, on demontre comme suit, que si une des condi- 
tions ci-dessus a lieu, la fonction rationnelle en x 
0'x 0,x 0,x 
ELW 0, =. zu +57 (oü vom 9) 
etant reduite au m&me denominateur, devient divisible en haut ei en bas 
par A,x.Ay20....A,x. Pour fixer les idees nous supposerons n = 3, de 


| BR » 0; 0, zu 
r rn — en eerivan u 
sorte qu’on aura la fonction DK, +7, 7,1, ©u eerivant dbetäAa 


lieu de dx et Ax. Ona dans ce cas 
I, =: +0,4, +9; donc =g,Ai+g,ätg,- 


Parconsequent, en divisant 9, par 9, et faisant 












































15 = 4, n—-.n=B, ty = C, 
73 13 
il vient — Ep Es ‚„ et de meme pour g et >. Or 
6, 3 
Br, ie 1 9 
B.A, Ta. tr." "u (5: +5 "Ad, + 5 Ah), 
done en substituant la valeur de Pı et celles de 6; et —, 
0, 0, Tr 
BER, _ g&rAs+A,As+A A, ur Dich m, 
5 Ta Ta TAT, SE a PR 


ou bien en substituant les valeurs de A, B, C et reduisaut au me&me de- 
nominateur: 
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— 


Eile 


13(A5A;+A,A,+A,4,)0,09,0: + —N:93)+ (93:91 193 )Aı]A,A,A, 0,0, j 
13 A, 4,4,0,0,0; 


Cette fraction est toujours divisible en haut et en bas par g,; done si 
\,&; + A,Ad; + A,&, est nul ou divisible par A,&,&, ou enfin g = 0), 
c’est a dire g, independant de 2, le denominateur sera seulement 9,9,6;. 


0; 0; 0; 
3 





On conclura donc, que si une des conditions ci-dessus est remplie, 
on pourra considerer la fonction 
0x 1 0,x 0,x 
0,xA,x 0,xA,x OnX Anz 
comme fraction rationnelle qui a pour denominateur 8,x.0,x....0,x, et en 
la traitant par consequent comme nous l’avons fait pour la fonction 


0,x 0,% On X 

5, 9x=r 0.% De ...F+ oa rı® 
on trouvera la formule (B.) par les mömes operations qui nous ont con- 
duits a l’equation (A.). 

















Supposons les fonctions A,x, A,X, .... A,.x determinees par l’equation 
y"—(Ax)" =(, 
(Ax)" etant une fonction entiere de x, que l’on peut representer par R, de 
sorte que Ar = v R. Pour ce cas on peut faire usage de l’equation (B.). 
Done si lon fait 
zus, Leeds, .... Azmmua'bz, 
& Us»... 0” Eetant les racines de lunite, et 


"fe 3, = ix, 


atAx 
on aura le theoreme suivant *), en determinant toujours l’exposant k de 
sorte qu'il soit egal a lindice de celle des fonctions d, qui s’evanouit lorsque 


ZI, 0, 01. X: 





*) Ce theoreme, dont la demonstration se trouve aussi dans le vol. 19. page 86 et 87 
de ce journal, est le m&me que celui que Mr. Broch a demontre dans le vol. 20 pag. 178 
et suiv., en suivant la marche qu’a tracce son illustre compatriote pour le cas n — 2, 
vol. 3 page 314. Pour le demontrer il n’y a qu’a faire 


fc = Pr F designant une fonction entiere, 


an etl, year, =..=0, , ma n,2=Fr, m m =...=1, 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hft. 2. 18 
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ee. mya my, +..+m Vz, 


m gr wu bett 4.080: 1 FREE log 0, “N 


@& a? a" 








im 1.2.3. (ee 
— nf{f2 (etır „8 log, mE... ee log ®. A ;; 


& 





nz 
— 


Si Von suppose 2 = 2, done a= —1, 5, = \Nr—NxAr, 
px 


KK d 


ou ® est une fonction entiere, dne „1, n=....=0, et quon fasse 


xoOX 
SE a)Ax ., 
NHE— (ME) (Ar) = Kir — 2)" (an)... (a r,)"r 





re —=rN,r +N,eAr, ou A, et A, sont des fonctions entieres, fx = 








Ra FR 
(x—a)Ax 


Ham ga (Ari tg, an (Ar?H.... + (1, Art, : 
par consequent 


or, 





yaıtva,t--- tY0u 











u RR, a , log u. a log ent) 
Aa @ 
N (uE0.5 „neh Er, BE 2} +6; 


Voila le theor&me fondamental de Mr. Broch, sauf la seule difference, qu’il a trans- 
forme le second membre en fonctions reelles logarithmiques et circulaires au moyen 
des expressions trigonometriques des racines de l’unite. En effet, il prouve que sı 
!’on fait > Prör 


Ixs = - — 
(er —a)VY(Rx)’ 
B,r= Er (12V (Rey) + Lu x VERY Y)+.. .teofı zV(Re)+f, X, 


5 Bay ss er. C„ etant les racines de Iwite, et B,x.B,x..... B,.x = 
Aa—x,)(X&—27,)....(2—x,), on a (formule 26 et 34) 


1 
+ Untet, Me 
ı 2 


= S, en ie 3, 10gB, +6, 
ViRa a) ' ” («—a)V(Ra)! 4 


) 1 ’ 
» designant le cocfficient de 2 dans le developpement de la fonction sous ce signe 





Fa n 








suivant les puissances descendantes de x, et C,, 23 +: Cu Ctant determinees par les 
equations (17.) et (41.) qu’on tire de (14.) B,x=0. 











Und 
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on aura, en determinant les signes de Yx,, Wr, .... yz, par la regle 
donnee: 
mya Fmvao+...t+m Ye, 
—_ 9a, et _ mi. Eon Bars cn 


— Au ),a—ı,aAu —a)Axr PP), x—A,xAr 


ce qui est le theoreme d’Abel (vol. 3. page 318). Lorsque Pr=x—a, 











a ’ 0x 
le second membre se reduit a la constante C, donc en faisant A = Le, 


my tmyar + ....+m, va, = Uonst. 

On sait que le theor&me fondamental pour les fonctions ellipliques 
n'est qu’un cas particulier de celui-ci. Voici comment on en peut le tirer 
sous la forme presentee d’abord par Euler et Lagrange. 

Soit 
Ar=y(A+Bce+Cr2+Deoe+-Er), \e=a+pßrtYye, nes, 
alors l’equation (A, — (N,2)’(Ax)’ = 0 devient 

(+Pße+tye)” = A+Bıe+C2+De+Er, 
ou bien j 
x’ + A x’ + e Fe + at = (0. 
Si maintenant z,, &, €, —c doivent etre les racines de cette Equation, 


on aura entre ß et Yy la relation 


D—2 
a = +9 +0—ce=r1-+r:, 














dou Von tire 

D+E(«+2) = 2PytYa+®)); 
ou, en multipliant par &,+ x,, ajoutant ß? de part et d’autre et extrayant 
la racine carree, 

v®+Da+2)+Ea+2)) = P+tya +2). 
Or, en supposant que x, et x, satisfont tous deux a l’equation 
a+-ßze+ye = +y(A+Bx:+C2+Dxe+Eit, = dr, 

on a en les substituant et soustrayant 

Pa, —n)+y(e —ı)) = Am, —Ar,, 


(2, —2)[P+y(zı+ 2:)] Az, —Ar; 
ce qui par la valeur de B+Yy(xz,-+ 2.) devient 
—2)Vy+De +m)+Ela+2)) = Am —Am, 
ß restant indetermine. Telle est la relation entre z, et X, qui, en sup- 
18 * 


ou 


\ 
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posant c, et par consequent (ec) et Y(—c) constants, repond a l’equation 


vo +tvYx, = Const. 
Voyez Lacroiz traite du cale. diff. et du calc. int. Tome II. page 475 et 481. 


Si Ion veut avoir le theoreme d’Abel sous la forme qu'il lui a donne 
dans son precis d’une theorie des fonctions elliptiques (vol. 4. page 246), 
on fera dans l’equation (C.) n=2, donc 


e=1, Ir=Nne—Naehr, Gre=hhetnehe, 











u 177 Bm (x — a)(0-+a)’ n 2 278 I. BER SS, al 
au 1 
3=—4, MAa=—,., Mb=z, H(vx)=0. 
Par consequent si J. >. =’/yr, ona 
(a? — x?) Ax ‚ 


my tm; Pr +... FmVE, 














au en L_ LUE ST En lu, 
ie 2a Aa ex Aa 
& 2 PO, ME u log (A, Na Ts. Net aa 
2a A(—.a) A(—a) 


Mais a lendroit cite on a suppose que Ar est une fonction paire 
de x, c’est a dire une fonction telle que A(—xz)=Ar, donc 


my +tmin 4 ...+m,X, 

_— Um; _—  flog(r.a+ N.aAa)—log(\,a—N,aha) 

— log (A, (—a) + 1,(—a) Aa) + log(A,(— a) —N,(— a) Aa)). 
Si lon a vua=X,(—a), Lam c'est a dire si la premiere de 
ces fonctions est paire, la seconde impaire, le premier et le quatrieme terme 
du second membre, ainsi que le second et le troisieme terme sont egaux 
entre eux. Et si ua=—N(—4, na=N(—a), de sorle que la pre- 
miere de ces fonctions est impaire et la seconde paire, le meme a lieu, 
a cause de log —z) = log(+2z) + Const. Donc si lune de ces fonctions 
est paire, l’autre impaire, comme on le suppose & l’endroit cite, il vient 


nYya+mYva+..t+m Ye = a 


),a—4,aAa 








Or Ax ctant une fonction paire, on voit sans peine, que Ya change de 
signe en m&me temps que x. De plus, les valeurs &,, x, .... x,, deter- 
minces par l’equation (A, z)’— (Azx)’(Ax)’= 0, qui ne contient que x’, se- 
ront deux & deux €gales avec des signes contraires, et si l’une satisfait 
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a Vequation \ze—n2r=9,xr=0, lautre satisfera a rt nrdr = 
9,x = 0, parceque l’une des fonctions A,x, A,x est paire et l’autre im- 
paire. Il suit de la que les radicaux Ax,, Ax,, .... Ax, dans les fonc- 
tions Wi, Wr, «+... Wr, changent de signe avec les variables x,, &,, .-- 
... %,, de sorte que ces fonctions sont deux a deux Egales et avcc les 
memes signes, et que les valeurs correspondantes de mn sont pareillement 
egales entre-elles. En &crivant done 2 au lieu de w, multipliant par 4«' 


et faisant 
f = = Ilz, 
(1 wi =) y 


a? 





on a enfin 
m 2, +mI2,+..t+m, la, = C—;-1og| 





),a+ ag 
),0—}),aAa) 
equation du theoreme. Toutes les valeurs &,, x,, .... x, donnent alors 
NetNnxzAxr = 0. 

Si au contraire X,x et A, etaient toutes les deux paires ou toutes 
les deux impaires, les logarithmes du second membre de l’equation ci-dessus 
se detruiraient; mais dans ce cas le meme aurait lieu pour les fonctions 
du premier membre, parceque deux valeurs de x &gales et de signe con- 
traire repondraient alors a une me&me des equations ,x—=0, x = 0, ou, 
ce qui revient au möme, aA un meme signe du radical. 


17 Juillet 1840. 
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4. 


Note, relative a un memoire de Mr. Richelot sur 
quelques integrales definies. 
(Par Mr. Chr. Jürgensen de Copenhague.) 





Dans le Tome XXI. pag. 293 de ce journal se trouve un memoire de 
Mr. Richelot sur quelques integrales definies, dont la somme peut s’ex- 
primer au moyen de la quadrature et de la division du cercle. Je vais 
faire voir, que les theoremes fort interessants auxquels l’auteur y est par- 
venu, et d’autres semblables peuvent tre demontres d’une maniere un peu 
plus simple, ou plutöt quils sont tous contenus comme cas particuliers dans 
la formule generale pour la decomposition des fonctions de la forme 
Fb . — 
ba) "b—a) r,..(b—a,) en 
B etant une fonction entiere de det A, Kay ++». ) les quantites com- 
prises entre zero et l’unite, formule que j’ai donnee vol. XIX. de ce journal. 
En effet, si on transcrit en quadratures definies la derniere formule 
de ce memoire (vol. XIX. pag. 90) on aura, en meitant 5 au lieu de z, 











d. 
Br Er N F(i) 
® Zr Sin 1; 70 d a,00 Ft 
WER Tea FF ie 
ui j Ft 
sous condition que 5 <T a, pour toutes les valeurs de ?, et que (,) 


puisse Ötre developpe suivant les puissances entieres descendantes de Z, 
ce qui a lieu lorsque u, ++ ...-+4, est un nombre entier. Si l’on fait 


d. 
dans cette formule 5 = r, on trouve en renversant les limites 


a; 


P=s_t" a ve Ri 


lin’, 97 * Eur 





Cette formule est m&me un peu plus generale que la precedente, en ce 


or a; . -». 
qu’on peut prendre la quantite en plus ou en moins pour &viter le pas- 


sage par linfini ainsi que la condition 5 <a,. Cela tient a ce qu'on ne 

u . dt; . . r . a .. . . 
peut pas faire varier — continuellement depuis zero jusqu'& linfini de signe 
contraire en faisant varier 9 depuis lunite jusqu’a zero. 





























4. Jürgensen, note sur quelques integrales definies. 143 


ll serait facile de presenter la demonstration de ces formules indepen- 
damment de la consideration des integrales a indices fractionnaires et de la 
m&me maniere du reste, dont nous nous sommes servi & l’endroit cite, mais on 
y parvieudra de la maniere bien plus simple encore, que Mr. Ramus, profes- 
seur A l’universit€ de Copenhague, a bien voulu me communiquer, et que voieci. 

n n2”102 


En faisant dans liintegrale connue F Tas m —— (m <n) 


sın — % 
» 


(Lacroix Traite du cale. diff. et int. III. pag. 417 et suiv.) 2"=y, et &cri- 
vant ensuite u au lieu de —, il vient 


» oY gu 





€ +r)y!* 7 sinun’ 





Supposant y= ie ,‚ on trouve 


= ae dx en „hc 
(—1)tnJ b—a)(x—a) (bau? 


ou lon doit prendre le sigue + si 5 <a et le signe — si 5>a. Main- 
tenant on a la formule connue 


z ft 
pam 0-5.)0=9....0-%) DarnE, ;)) 


®,x etanut = (z—au)fx et H le coöfficient de ars Mettant daus cette for- 











sin u; u 0x 
(lin (ea) 
puis 2= a, juqua 2=+%, selon ue <a; ou b>a; et repetant ceci 
pour toutes les valeurs de 2 depuis 1 jusqu’a 2, on trouve le theoreme suivant. 
Lorsque 4, >%>üi...>Ad, et a>bdb>a, +1 on A 
ir i=p sin 1; 70 Fr Froöx i=n sin it; 70 Fror ( Fı A 
Fi= + Ss u 





mule x au lieu de d; 5» multipliant par I. integrant de- 








F'b designant, comme ci-dessus, la fonction 
B 
(ba) "ıb—a,) ...(b—a,) Pr 
ll est tres facile de deduire dela tous les thö&oremes fondamentaux 
de Mr. Richelot. Si l’on veut avoir le theor&me 5” page 314 et 315 par 
exemple, on fera B=fb, „=u, »—=l—u, =, w=1—u, et ainsi 
de suite jusquWa un =, Yı=1—p, de sorte que deux termes conse- 
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eutifs sous le signe S' deviennent, en supposant que db ne soit pas compris 
entre les limites 4, _ı et @, et que Aym-ı > Am; 


singen ‚ AR fxro0x ee [x 0x 
(—Nen. (b-2)(x-8,)"* (2-03. ...(ama,)e T (A)laz (b-2)7-a, 1 (2-Q,)#....(aearr)“ 


Aym-1 2m 


. Be fr öx ES Hg 
gr gt (x-b) a,-x)"# (a-a,/%.... (2a) W re 


Aa Im 














suivant la notation daus le memoire cite page 315. (Par faute d’impres- 
sion il ya 2—.a, sous le radical au lieu de a — x; voyez page 313). On 
trouve ainsi 


a, Kfrdr 2-1 pr, 
I ER + Er He ET as m — 1); 


; A, 
ce qui est le me theoreme. 

Pour avoir le 7“ iheoreme page 323, on fera B=fb, „=w 
r»—=1l—u, m el—u, meh ben Wml—lr ee all 
Ya, de sorle que les deux premiers termes sous le signe ‚S deviennent, 
en supposant que 5 soit hors des limites «a, et a, et que ,>a,, 


sin ur to» fxzB3 sin(l—u)s f +” fx 0x 
EL b—x) (2a) (X—as)R eo... + (—1)' #7 I (b—-x)(2—a, )'# (x—a,)% .... 


a; (Ay 























— fx 0% _sinun fAÄfxdr 


u "5 rayeneer" — pm ie, ie Are 7 
dy 





suivant la ubteiin: du memoire cit€E page 323. Les deux termes suivants 

















deviennent 
sin (l—ı) su 2 Ai fx E + Sin 077 N gr fx dx 
(—1)un (b-a)xr—a,)*(z—a,)%.... ' (len (b—a)(2r—a, )#(2—a,)H .... 
(z (da 
sin un f'%s fxo0x 2) of Afxodx 
” n 6 (a—b)la, —e) tr (a —a,)k.... 000 m z—b 


4 di; 


et ainsi de suite, done 


2° u FT; EEE = mul! —.)), 











« ae b 
(ty a3 Ask 


ce qui est le 7° theoreme. 


27 Mars 1841. 
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>. 
Memoire sur les fonetions de la forme 
Ser SR)" ar. 


(Par Mr. 0. J. Broch, Candidat en philosophie de Norvege.) 


(Presente 3 l’Acad&mie des sciences & Paris le 19ıne Avril 1841 approuve et design& a Etre inser& dans 
le R£cueil des Savants @trangers le 10mwe Mai 1841.) 





RAPPORT. 
(Commissaires, MM. Liouville, Cauchy rapporteur.) 


„Les geometres connaissent les beaux iravaux d’Abel et de M. Jacobi, 
sur la theorie des transcendantes elliptiques. On sait que diimportants Me- 
moires, relatifs a cette theorie, ont eie composes par Abel, dans l’annee 
1826 et les deux suivantes, que plusieurs de ces Memoires ont ete publies 
des cette &poque, m&me des lannee 1826, dans le Journal scientifigue de 
M. Crelle; que lun d’eux en parüculier a ei& approuve par l’Academie en 
1829, sur le rapport d’une Commission dont M. Legendre faisait partie, 
puis couronne par lInstitut en 1830, et que la valeur du prix fut remise 
a la mere d’Abel. En effet, cet illustre Norwegien, qu’un projet de mariage 
avait determine a entreprendre un voyage au plus fort de l’hiver, etait 
malheureusement tombe malade vers le milieu de janvier 1829, et malgre 
les soins qui lui furent prodigues par la famille de sa fiancee, il etait mort 
d'une phthisie, le 6 avril, alit& depuis {rois mois. 

„C'est encore aujourd’hui pour les travaux d’un jeune Norwegien, 
d’un compatriote d’Abel, que nous avons & reclamer un moment d’attention 
de la part de l’Academie. Le Memoire de M. Broch a pour objet une certaine 
classe d’integrales qui comprennent, comme cas particulier, les transcendantes 
elliptiiques. Ces integrales sont celles dont la derivee peut Eire considäree 
comme le produit d’une certaine puissance entiere de la variable x par 
deux facteurs, dont le premier est une fonction rationnelle d’une autre puis- 
sance entiere zP de x, et le second une racine quelcongue d’une semblable 
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fonction. Ces memes integrales forment une classe particuliere de transcen- 
dantes, qui se r&duisent aux fonctions elliptiques, lorsque, le radical etant 
du second degre, le polynome renferm& sous le radical est du 4° degre. 


„Dans le premier chapitre de son Memoire, M. Broch s’occupe de 
la sommation des transcendantes en question, considerees comme fonctiens 
de la variable ©, ou plutöt de la sommation des valeurs que peut acquerir 
une semblable fonction pour des valeurs diverses de la variable. 11 etablit 
plusieurs theor&mes dignes de remarque; et prouve, par exemple, que la 
somme des diverses valeurs de la fonction, correspondantes aux diverses 
racines d'une certaine equation algebrique, peut €tre exprimee a l’aide d’une 
fonction algebrique et logarithmique des quantites que renferme l’equation 
dont il siagit. 11 montre ensuite le parti quon peut tirer de ce theoreme 
et de quelques autres pour la reduction de la nouvelle espece de trans- 
cendantes. 

„Dans les derniers chapitres de son Memoire, M. Broch fait voir 
qu’une transcendante quelconque de la forme indiquee peut toujours €tre 
exprimee & l’aide d’un certain nomhre de fonctions plus simples de la m&me 
forme, et d’une fonction algebrique et logarithmique de la variable x. Les 
fonctions irr&ductibles entre elles constituent alors, comme dans la theorie 
des fonctions elliptiques, diverses classes de transcendantes. Quaud le 
nombre de ces fonctions irreductibles se reduit a zero, lintegration s’eflectue 
completement, ä& laide de fonctions algebriques et logarithmiques. Dans 
tout autre cas, elle est impossible. D’ailleurs, comme on devait s’y attendre 
les cas ou lintegration s’effectue restent les m@mes, soit qu’on les deduise 
des iheoremes enonces dans la premiere partie du Memoire, ou de la me- 
thode de reduction indiquee dans la seconde. 


„Nous devons observer ici, 1° que les theoremes Enonces par M. 
Broch saccordent, dans des cas particuliers, avec ceux que renferment 
divers Memoires d’Adel; 2° que M. Broch avait deja traite, dans le Jour- 
nal de M. Crelle, le cas oü l'’exposant p se reduit aA Tunite&; 3° qu’un Me- 
moire de deux pages, publie dans le premier volume des Oeuvres d’.Abel, 
contient les bases d’une theorie qui pourrait s’appliquer aux transcendantes 
eonsiderees par M. Broch; 4° que ces mömes transcendantes se trouvent 
aussi considerees dans le Memoire d’Abel qui a remporte le prix, mais que 
M. Broch n’a pu connaitre, puisqu’il n’est pas encore publie. 
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„Avant de terminer ce rapport ou nous avons eu souvent a rappeler 
les travaux d’Adel, il nous parait convenable de detruire une erreur assez 
generalement repandue. On a suppose quw.Abel etait mort dans la misere, 
et ceite supposition est. devenue l'occasion de violentes attaques dirigees 
contre les savauts de la Norwege et des autres parties de Europe. Nous 
aimons & croire que les auteurs de ces atiaques regretieront de s’eire ex- 
primes avec tant de vivacite, quand ils liront la preface des Oeuvres d’Abel, 
publi6es recemment en Norwege, par M. Holmboe, le professeur et l’ami 
de lillustre geometre. Ils y verront avec interet les encouragements flat- 
teurs, les temoignages d’estime et d’admiration qu’Adel, durant sa vie, a 
recus des savants, particulierement de ceux qui soccupaient, en meme temps 
que lui, de la theorie des transcendantes elliptiques; et ils remarqueront 
avec consolation, au bas de la page vır, ces paroles qui suffiront pour 
eclaircir tous leurs doutes: 

„Un journal frangais dont je ne me rappelle pas le nom, m'est 
venu sous les yeux, oü lon a rapporte qu' Abel est mort dans la misere. 
On voit par les details ci-dessus que ce rapport nest pas conforme ü 
la verite. 

„Revenons a M. Broch. Ce que nous avons dit de ses recherches 
suffit pour en montrer toute limportance. Les resultats auxquels il est 
arrive, analogues a ceux qu’Adel a obtenus dans ses plus beaux Memoires, 
montrent un esprit familiarise avec les methodes analytiques, et hahitue ä 
lutter avec succes contre les difficultes que presentent les parties les plus 
elevees du calcul integral. En resume, le Memoire de M. Broch prouve 
que l'auteur n’a pas trop presum& de ses forces en se proposant de marcher 
sur les traces d’Abel. Nous pensons que ce Memoire est digne de l’approba- 
tion de l’Academie, et d’etre insere dans le Recueil des Savants etrangers.” 

Les conclusions de ce Rapport sont adoptees. 
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Dans le memoire suivant Jai traite les fonctions de la forme 


Jer Fr) (Rlar)) "7, 
5 (x?) etant une fonction rationnelle quelconque de x’, ‘y le nombre entier 
que contient SzR, r et p des nombres entiers et s un nombre entier quel- 
conque moindre que rp. J’ai developpe des regles pour la sommation de 
ces fonctions, analogues a celles que Fillustre Adel a donnees pour les 
fonctions dites Abeliennes dans le memoire XV” du 1” tome de ses oeu- 
vres completes*). Ensuite jai cherch@ toutes les reductions qu’on peut 
obtenir pour ces fonctions par des fonctions algebriques et logarithmiques. 
Cette derniere partie du m&moire suivant, savoir les chapitres 3"°, 4”, 5” 
et 6”‘, est analogue au memoire XIV du second tome des oeuvres com- 
pletes d’Abel sur les fonctions elliptiques. J’ai trouv& par la toutes les 
fonctions de la forme susdite qui sont integrables par des fonctions alge- 
briques et logarithmiques. Il est & remarquer que toutes les fonctions de 





la forme Ja- F(zP)(R (aP)) Pr dx qui sont integrables par des fonctions 
algebriques et logarithmiques, sont au fond les mömes que celles sur les- 
quelles on demontre dans le chapitre 1" et 2‘ qu’une somme d’un nombre 
quelconque de ces fonctions est egale a une expression algehrique et loga- 
rithmique. Elles sont au reste deja connues. 

La methode dont jaai fait usage pour operer la reduction des fone- 
tions donnees et de trouver, si cela est possible, lexpression algebrique et 
logarithmique dont la differentielle est egale a la differentielle dounde, est, 
a ce quil me semble, la seule scientifigque qu’on doive employer dans le 
ealcul integral. Etant applicable a plusieurs autres fonctions, elle doit con- 





#) Dans un autre md@moire inscere dans ce journal tome XX page 178, Jai deve- 
topp& des theoremes pour la sommation de ces m&mes fonctions dans le cas ou p=1 
et s=1. Parceque (R(xP))’ est une fonction entiere de .c dans laquelle les coöfliciens 


de wert, zept?, „... zep+P—1 sont egaux & zero, et ou seulement = du nombre des 


coöfficiens sont ind&ependants, mais ou les autres en dependent d’une certaine maniere, 
on pourra du m&moire cite, en soumettant les co£flicients de x dans la fonction R(.x) 
a ces conditions, deduire tous les theoremes sur la sommation des fonctions en question 
que jai developpe dans ce memoire, mais ce sera, p et s ©tant des quantites indeter- 
minees, un travail bien penible. Au contraire du memoire present on deduit facilement 
tes theoremes du memoire tome XX, en supposant seulemet s=1l, p=1, r=n. 
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duire a des r&sultats plus distinets et plus generaux que ceux qu’on con- 
nait a present. Eile merite par cela lattention des geometres. Jrai 


cherche & lui donner une rigueur parfaite. 


Chapitre 1. 


De la sommation des fonctions de la forme I ee 


V(Ran)y 
Theoreme 1. Soient n=rp, n, r, p et s des nombres entiers 
positifs, s moindre que n, ‘y le nombre entier que contient la fraction = . 


F(aP) et R(xP) des fonctions entieres de z?, et 
3. Na) = / Le Aut, Be 
(ar—ar) V(R (any 
Soient de plus (=), fi (2), ---- -ı(2) des fonctions entieres de z, 
dont les coefficiens sont des variables independanies, et d’une telle forme 
que, si !’on designe par © un nombre entier quelconque moindre que r, et 
par g et m des nombres entiers quelconques moindre que p, ona: 
hr A (X) = cm! (+a2+a2r + ... .) 
2. Pntntphg (=) = am (b, + bar? + b, a”? + ... .) 
| Inrmp- (2) = 2" Grat ar+....). 
Si l’on designe de plus par &,, ©, .... c„ les valeurs diverses de 
y((1))”, et qu’on suppose 
B,(2) = f_ ve)" +E°f_,(e) v(Rearyy + 
fa) V (Ra) + F,() 
4. v(a) = B(&).B;(x).B;(x)....B,(x), 
Y(x) deviendra une fonction entiere de =’. En la deeomposant en facteurs 
de la forme («?— x”), on obtiendra: 
5. Ya) = Aar— a) — 2)... E). 


Or en supposant 








z; z log B, (x) 





ce. So) = i er ’ 
V(R(ar)) 


et en designant par »(z) le coöfficient de - dans le developpement d’une 
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fonction z de x suivant les puissances descendantes de x *), je dis que: 


7. cz.) +0,12.) + 6, TKa,)-+.... + e,Il(e,) 
vn F(a)3(a) _ 1 1 F(aP)9(E) 
= Ur Sur ——.(f 25 >). 








Toutes les valeurs de ©,, &, 6, »... c„ dans l’expression de la fonction 
Y(x) doivent Etre differentes entre elles, tandis que les quantites c,, ©,, 
C;y +... 6, dans le premier memhre de Fequation (7.) sont determinees par 
des Equations parliculieres que nous pr&esenterons plus bas. 
Demonstration. (x) etant une fonclion entiere synmetrique des ra- 
cines de l’equation =0, y"— R(xP) est une fonction entiere des coöfficiens de 
cette equation. En multipliant done les fonctions B, (x), B; (x), .... B,(x), 
on n’aura que les termes dont la somme des exposans est un multiple de n. 
Les indices des fonctions f(x), fı(®), -... f(x) dans l’expression de 


B,(x) etant dans chaque terme les m&mes que les exposans de v (R(xP)), 
la somme de ces indices dans chaque terme de Y(x) doit &tre un multiple 
de 2. En designant un quelconque de ces indices par n—z, et la somme 
des indices dans un terme quelconque de Y(x) par Z(n—z), on aura, 
parceque le nombre des facteurs de la forme f,(x) dans chaque terme de 
Y (x) est n et que par consequent, sid designe un nombre constant, Z(d)=nb: 
8. Zin—2) = mM"—Z(z) = ygn, 
ou g designe un nombre entier. Donc: 
9. Ze) = n—ygn. 
Mais si lon designe par 3(e) la somme des exposans de x dans chaque 
terme de Y(x) et qu’on remarque qu'on obtient lexposant d’un terme quel- 
conque du second membre des @quations (2.) en retranchant lindice du 
premier membre de AJp--m—1, % etant un nombre entier, on voit que 
Z(e) = Z(hptm—i—n+z) = Z(z) Hnm—1)— m’ +pEn. 
Donc en substituant la valeur de &(z) tirde de l’equation (9.) on obtiendra: 
10. Z(e) = n(m—1)—gn+pZh. 





*) La fonction que j’ai designee par # peut aussi, suivant une remarque de Mr. 
Cauchy, etre mis sous la forme d’un residu. En effet on a: 
1 
Dr (2) 


E etant le signe du residu. 


ee 
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Le second membre de cette Equation Etant divisible par p, &(e), lest aussi; 
done Y(x) est une fonction entiere de x”. 


En designant maintenant par x une quelconque des quantites x,, 
%n, X, ver: u, par W’(x) la derivee de Y(x) par rapport a x, et par la 
caracteristique d la differentiation qui se rapporte aux seules variables in- 
dependantes, on aura: 
11. Yla)=0, 


n—i n ıY(R P ko . A 
12. dx v'(&) an — 3,2, _ en BNP), 





ou en supposant pour ahreger, 
n (W(r)etV CR (ar) 
a ( B,(x) 
n—1) 
14. del ()= — >, C,(x) öfi (x). 
zryPpl F(aP) 


ar a) V RN)" wa) 


13. ) = U,(2): 








De la on trouve en multipliant par 











a yPplF(aP)da zrPAF(zer) "I CHla)öfr(e) 
15. - = (aP—aP) (2) . >27 = . 
c!(aP — @)V(R(ar))‘ ” v» E&Y(R(any 


Mais on voit de l'equation (13.) et en remarquant qu'en vertu de l’equa- 
tion (11.) une des fonctions B, (2), B,(z), .... B,(z), par exemple 3, (x) 
doit Etre Eegale a zero, que: 

G,(&) 
eV CR (ar) 
En substituant dans l’equation (15.), on obtiendra done: 


x YPpUF(xP) dx Ri tl zn F(.xP) = C (2) If; (x) 
=— kVks \# k : 


(aP—aP)y'(x) 7, 


16. 





= Ü_, (2) " 





17. 





e (#r— a)V (R(ar)) 


Maintenant O,_, (x), C,_.(&), --.. O,(x) sont des fonctions entieres 
de x, parcequ’elles sont les coöfficiens differentielles qui provieunent de 
la differentiation de la fonction Y(x) par rapport aux quantites f,-. (x), 
In-2(&)5 «... fo(z). De plus, en supposant dans l’equation (16.): o=n, 
et successivement k=n—1, k=n—2,.... k=1, on voit que: 
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Gr ) Cn-a I 
18. C_ On >(2)= Fe) „ec... O,(a)= P 





sont des fonctions entieres de x; car tous les termes de Y(x), excepte 
(f,(&)), ont R(x’) pour facteur, et par eonsequent toutes les fonctions 
©, (2), ©,(&), +... C.-,(x) sont divisibles par R(z”). On obtient donc, en 
faisant pour abreger: _ 

n—1 


19. Ale) = ar! (ar) 2, C,-,(0) dfı(@); 





ou A(x) est une fonction entiere de x: 
EPFEIEE - (x) 
eva 3 3 
et de la, en designant par ZA (x) la quantitie Ka) + X(&)+....X(&,): 
zypF(ar) de (x) 


21. >> & — > - ai 
ce. (aP —aP)V (R(zP))‘ (ar — ap) (X)) 


Maintenant si f(x) est de la forme z&’(@, a2? +42” + ...), i_,C 
sera en vertu des Equations (1.) de la forme =’ (4, +2,20?’ +5,2”+ ....), 


v+s 


e designaut le nombre entier que contient = Chaque terme de öfj_,x 








20. 








doit done &tre de la forme «’++'rdb, % etant un nombre entier egal a —e ou 
plus grand que —e. Mais C;_,(@) dfi_,(x), eiant la differentielle de Y (x) 
par rapport aux coöfficiens variables de f_,(x), est une fonction entiere 


de x’, done C;_,(x) doit etre de la forme (cs, +c2?+...), 4 de- 
ö 





= . , a, $ $ 
signant le nombre entier egal a ITS gu plus grand que Ze Donc enfin en 


" 
vertu de l’equation (19.) A(zx) sera de la forme =" (d,+- d, 2’ + d,2”+....) 
—= a’ o(aP), ou p(xP) designe une fonction entiere de x”. En substituant 
cette valeur de X(x) dans l'equation (21.), on obtiendra: 


02 S zur ar)dz are aP1o (XP) 
u. ö n en . (a? — aP) u (x) 5 
ce. («P—uaP)V (R(ar)) 
e (.xP) — p (aP) 


Si maintenant on fait o(a@P) = g,(« —aP)+e(a?), ou g()= —- ng 
est une fonction entiere de x”, l’äquation (22.) deviendra: 




















ar 
a — a) ya)" 














23. >> gr n 
e/ (zP—aP)V(R(xP))' 





ap F(xr)da zP1o, (xP) 
pi =—2 ——— 0(a) zZ 
TI u Sul 
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Ad 1 
v(a)  Ala’— aP)(d — a?) .... (a — ar) 
partielles, on {rouvera: | 


1 ap! 
2 ® une GE p 
„ y(a) ” (ar — ap) ıy/ (x) 








Mais en decomposant en fractions 





et de la: 
ap u 


-a)y() —pyla)' 


ackp-1 1 
De plus 2 7a) est le coäfficient de pP) dans le developpement de 


25. 








pl 
525 ya OU, ce qui est la meme chose, de rn dans le developpe- 
Ia kp—1 
ment de Sg. Donc: 











ario,(ar) _  (zPto8(ar\ _ 1 4(&) 
IR ve) o( py(a) 7’ pP (Fe 70) 
zP!o(aP) 
(aP—aP) y() 
l’equation (23.) et inlegrant on MONA done: 


27. ze Yasırı I Te Jr. Tr 


Ton 1 ke 1 L(2) 
e% 4,4 v(a) u 
Mais on a en vertu de l’equation ns 

28. S +) —_ ar F(ar) 3, BUSRSDET FIN, 





en remarquant que =( ) est egal a zero. En substituant dans 


























ve) (a) 
et, en substituant la valeur de C,_,(a) tirde de l’öquation (13.): 
> n—1 y u 
. [2 = armıran Si/(2, Au), one 
A c,V (R(ar))’ B,(a) 
n—1 
® ar! Flar) 5 - 3,(/G (een )) 
V(R(eyy ' B,(«a) 
= 2, (10gB,(a)) 
VRay *ı%% 


= a’! F(a?)$ (a). 


Eu substituant donc et remarquant que 5 est aussi bien une valeur de (V)r 
c 


v 
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que c,, on aura: 
30. alkKa)+elMlle)+ ....c,llz, 


F (ar) $ (a) 1 (er F(.xP) zen | 


u. Po 


Les valeurs de ©, ©, €, .... c, daus le premier membre de cette 
equation seront determinees par les Equations: 


cC,(©) = O_,(a)v(R(a))' 
31. 6C,(2) = O;_,(2:) V(R(a})) 





c,C.(&) = C_,(@)V(R(a}))' 


que Von obtient de l'equation (16.), en posant c, au lieu de n. 
C; 





En supposant plusieurs des quantites &,, &,, 25, ++. 2, egales 
entre elles, par exemple z,= 2,, on aura en vertu des &quations (31.): 


32. GC; (2) = C;-, (2) V(R ()) = 60; (2), 


et cela donne, en supposant que Ü,(x) et v (R(zP))C,_,(2), ou, ce qui 
est le meme, C,(z) et R(zP)C,_,(z) n’ont pas (@— x) pour diviseur 


commun: 
Go = 6 


On aura donc le theoreme suivant. 
Theoreme 2. Si l’on a l’Equation: 
33 ve) = Af— a) (PR)... (ara) 
ou les fonctions C;(z) et C,_,(z) R(x?) n’ont pas de diviseur commun, on 


aura: 
34. ma) +emI(z)+ ....c,m,T(z,) 
ri F(a)$3(a) 1_ (arm F(zr)$ (a) 
eur pavtnp pn .. ( x’ — aP ) 











Si Ion suppose F'(x”) divisible par (e”—a’), Fa’) devient egal 
a zero. On aura donc, en mettant (er —aP)F(xr) au lieu de Fr), le 
theoreme suivant. 
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Theoreme 3. Le meme etant suppose comme dans le theoreme 2, 


si Von fait 
syp—1 fi P\ ı 
3 No)= Ri a Aa)dE 
V(R(ar)) 





on Aaurfa: 


36. ame) +omI(l@)+ ....c,m,T1(,) 
= Ce F@)%@)). 
Si dans la formule (34.) on suppose que le degre de F'(z’) augmeute 


de s—yp—1 soit moindre que celui de v (R(xP))’ augmente de p— 1. 
on aura: 





s-yp-1 F(xP, 
»(? m mi, a 
parceque le degre du denominateur surpassera celui du nominateur de plus 
de 1. On aura donc le theoreme que voici. 

Theoreme 4. Les choses etant supposees les mömes que dans le 
theoreme 2, si le degre de (F'(z?))” augmente de ns est moindre que ce- 


lui de (R(z”))’ augmentie de np(y-+-1), on aura: 
ma) + ame) +...c,mIie) = C+ 

Si dans le theor&me precedent on suppose F'(zP) divisible par <? — a’, 
on aura Fa’) = 0, et, en mettant (=? — a’) F(x?) au lieu de F(zr), on 
aura le theoreme suivant: 

Theoreme 5. Les choses etant supposees les m&mes que dans le 
theoreme 3, si le degre de F(z?)" augmente de ns est moindre que celui 
de (R(zP))’ augmentie de npYy, on aura: 

33. ml) +omIl(&,)+ ....e,m,l(e, = C. 

En differentiant l’Equation (34.) k—1 fois de suite par rapport a «, 
on aura le tleoreme suivant. 

Theoreme 6. Si l’oon fait 


39. Ile) = 








pP F(ar)dx 
(ra VR(an)‘ 
le reste etant suppose comme que dans le theor&me 2, on aura: 
40. cm) + cm 1l(2)+.... ce, m,Il(z,) 
gen (& (ar) (u) ) 


p art! ps 





? 








1 _ (a P- F(ar) $ (x) 


‚ 1 











ri “© -— al )- 
Th.(pary da'=! p (ar —ar)* 
20 * 
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Soit 5(x”) une fonction rationnelle quelconque de x’, on peut tou- 
jours faire 


4. Flar)= Flar) L | F, (xP) 


k 
aP— a’) ' 


F, (xP) F,(xP) 
”. ar ar” 
ou F(zP), F,(@P), .... F,(xP) designent des fonctions entieres de x’. On 
aura donc en vertu des theor&mes 3”"° et 6"°: 
Theoreme 7. Si lon fait: 
zur &lar)de 
2. I)=fTT 
V(R(ar))' 
5(zP) etant determine par l’equation (41.), on aura: 
433. amllz)+ em I(z,)+ ....e,m,1(,) 

gi (= a’)$(a,) 











k 
P— a!) a 




















1 9 1 °F eu 
= Cloer Z@)$@))+ | 
p TR, (pay! dahı—1 
di F, (a) (a,) 
4 pawtDr> 
Tk,.(p er ya-1 d "re 


at er 
di (= (a?) 7 (a,) 





yrı)p=s 
1 pa, 


Ehe da 


v 





Eu 





Nous avons jusquici considere les coefficiens des diverses puissan- 
ces de z dans les fonctions f, (=), fi(&), »».. f»_ı(©) comme des variables 
independantes, et les valeurs de 2,, 2, .... ©, comme determinees en 
fonctions de celles-ci par l’equation (5.). Considerons maintenant un cer- 
(ain nombre g des quantites 2,, &,, »... 7, comme indeterminees; les 
coefficiens de x dans les fonctions &(2), fi(2), -... (2) seront des 
fonctions de celles-ci et determinees par les g des Equations (31... Pour 
trouver le nombre des coöfficiens &(2), (X), - + unı(2), Soit le degre 
de R(z’) = mp, et celui de f,_,(2)=Pß,p-+-«,; on trouvera de la, parce- 
qu’un des termes de Yy(z) est (f.-,.(z))’.(R(zP))"*, que la plus petite 
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valeur de u est nß,+ra,+(n—o)m. En supposant maintenani dans 
la derniere des Equations (2.): 
nm—h—-qy=v, 
44. m—=W,+1—o+tp, 


t-!=?, 
ou € designe un nombre entier, on obtiendra: 
4. fl) = UHR HP HH...) 
En donnant dans cette expression a © successivement les valeurs 0, 1,2, ... 


— vV—0+0, 


..n—1, et en supposant & egal au nombre entier contenu dans 7 ; 
» 


on obtiendra les diverses formes de fu(2), fi(2), +... (2). 

En vertu de l’equation (45.) le degre de f,(z) doit ötre de la forme 
n—tp—v—op-+a,+yp. Mais dans Y(x) on doit avoir un terme de la forme 
(f,(2))" (RlzP))” dont le degre doit Etre Egal a up ou moindre que up. Donc: 
46. n(n—Ep—v—e+a,+yp)+vm= ou <(nß,+ra,+(n— g)m)p 
et de la: 











497. y= u <ß+E+ ee, 
v(m—-r) 
N 





En designant donc par £, le nombre entier egal a ou immediatement 


moindre que N, la plus grande valeur de y doit etre: &,+E+%_,-.: 


Le plus haut legrö qu’en vertu de cela f,(z) peut avoir est done: n—v—o 
+04,+Pß,r+b-.,p. Or je dis que ce degre n’est jamais trop grand. 
En effet, en considerant les termes qui ont (R(z”))’ pour facteur, on voit 
qu’ils seront composes hors (R(z?))” de n facteurs de la forme f,(z), la 
somme des indices de ces facteurs Etant vn. La somme de leurs degres et 
du degre& de (R(xzP))”’ sera donc, en faisant usage de la möme designation 
comme dans le commencement de la demonstration du theoreme 1”: 


48. zn—g—e+,+Pß,p+pt-,)tvmp, 
en donnant ici a g de valeurs telles que Zg=vn. En reduissant elle 
deviendra done: 


49. "—on+a,n+P,pn—vn-+-pem+pZt,_,_,- 
Maintenant la plus grande valeur de p2#,_,_, est 
50. pZ Rn—e —D (m—r) 





= pfn—p—v)(m—r). 
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Eu substituant cela dans l’expression (49.), le plus grand haut d’un terme 
queleonque de Y(x) deviendra: 

5. ,n+ßpn +pnm—pom — up. 
f,(z) doit done ötre du degre n—v— co +, +B,p+plı-..: 





Kin designant maintenant par s, le nombre entier egal & nt — mut 


ou immediatement moindre que ce nombre, on voit aisement que le nombre 
des coefficiens dans f,(x) doit etre egal a: B.+u., + 8; et le nombre 
de tous les coöfficiens dans les fonctions (x), fi(2), i(®). : --. 1.1) 


al A: 
egal a Bun 


52. nB, +23, (5... +8) 


n—1 


Pour trouver la valeur de &,(s,) soit: 


53. .n0n+,tp—o = c,P-+d,, 


on trouvera: 





(= 6, 
5, m % 
s mc, 
d, ( 
$, +1 . .—1 
@ 
4 } Fantp = 0,1 
9a, ++ =0—2 
N ur 
Fr p+ Sich 


= Sc = CG—r. 


$ 
d.+Hr—p+{p—do—N) 


Done: 


35 E == rpC,—p—2Pp— IP... —(r—l1)p+rd—rp+r 


= r(n+a,—e) — a +r. 








nr re 





u SE, Du RL 
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De plus on a: 
n—i nl 


56. 2, Ingo, = 2, In_ u + 2, Read U 
0 ne 
a 


= 5, ,+Zt, 


= =. It — (m—r)eo— 1) + z L, 


ni n— 
= 3,4 —(m—-r)e—1)+ 3,1, 
n-o+1 1 

n—1 


= 2,4 -wm—ne—1). 


n—1 n—1 


En substituant maintenant les valeurs de &,s, et de 3, {,_,_, dans 
0 0 


l’expression (52.) on obtiendra la valeur suivanie du nombre des co6fliciens 
1 





57. nß, +r(n+a, —()— lien I rm + 2.1. 
= nß,+%, TEN 


En remarquant qu'en vertu de la forme des @quations (31.) un des 
coefficiens doit etre independant, il restera a determiner par les u equa- 
tions (31.): 


58. nß,t+a,r me + m— 1+ 7 V4+Bu 








coöfficiens. Mais en retranchant ce nombre de u, on obtiendra le nombre ı 
des quantites &,, 22, .... 7, qui seront determinees par ces memes equa- 
tions (31.). On doit done avoir: 


9 y= — m+1— 


n—1 


Pour trouver &,#, soit: 
\ 





n—i 
en — 2, t, 4 
ı 


ce et d etant des nombres premiers entre eux. Le nombre entier egal a 
IM — . ‚2. . 
a nn ou immediatement moindre que ce nombre sera #, et le nombre en- 


(n — v)(m =) 





tier egal ä ou immediatement moindre que ce nombre sera 


n 
m—r—t,—1 siv(m—r) uest pas divisible par n, ou = m—r—4, si 
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v(m—r) est divisible par n. Si maintenant n est un nombre impair, n —1 
sera un nombre pair et on pourra par consequent ranger les quantites Z,, 


7 A ae paires de la forme £, et &,_,. On aura donc en 


vertu de ce que nous veuons de dire: 





n—1 2 —_—1 BE 
1. = EI Lg, 
en designant par g le nombre des quantites m —r, 2(m—r).... "2 (mr) 


qui sont divisibles par n. Mais en substituant les valeurs de m—r et n 
donndes par les equations (60.), on voit que ce nombre est egal au nombre 


des quantites d, 2d, 3d, .... eye qui sont divisibles par c, ou, parceque 


c et d sont des nombres premiers entre eux, au nombre des quantites 1,2, 
7 n—1 


2 
« VE | cb—1 b 1 u ‚ . . . r 
Val aA —— m m ee — 1 . 
egal ä Y pr 5 5, U mmediatement moindre. Mais n etant 
un nombre impair, 5 doit aussi etre impair; done: 


62. =. 





qui sont divisibles par c. g doit donc ätre le nombre entier 


En substituant dans l’&quation (61.) on obtient done quand n est impair: 


63. =. Net ee 





Si n est un nombre pair on peut ranger les a— 2 quantites 4, &, &, ... 








Anay bnzas sone nur EM — paires de la forme Z£, et {,_,. Donc: 
n—1 = Lienancı <ai 
64. 2, L, = nu - Mn - + g' + 2 ’ 
1 z 


Bus .,r rn 
en designant par g’ le nombre des quantities m—r, 2(m—r) .... (* ==) (m—r) 
qui sont divisibles par n. Si maintenant m—r est un nombre pair, 
(m—r)n__m—r 


{, sera egal a = —5— el g‘ au nombre des quantites 1, 2, 3, ... 
ne 


BL ” . ” . ” A [4 
. 5 qui sont divisibles par c, ou, ce qui revient au m&@me, egal au 
n—2 _ cb—2 _ b 1 





- 








rn Fa 
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Mais si n et m—r tous deux sont des nombres pairs, 5 doit Etre pair; donc: 
a 
A 
En substituant dans l’equation (64.) on obtiendra done si n est m—r 
sont des nombres pairs: 


n—1 | nam VER" + abadzE. ar BR 
65. 4, _ (m hen. ut Fe r ” 1)+5 1 


Si m—r est un nombre impair, £, sera Egal au nombre entier immediate- 
“ 











(m—r)n m—r 








ment moindre que —.. — = —5—. Donc: 
m—r—i 
In = 9 
Dans ce cas 2 sera impair; done: 
Pe 
Mr a 


et en substituant dans l’equation (64.), on trouvera que si n est un nombre 
pair et m—r un nombre impair: 


En 














n—1 


Sim—r—=0, on aua 3,4,=0, et en supposant dans ce cas db = n, 
1 
on aura encore lequalion (66.). 


n—1 


En substituant ces valeurs de 3,7, dans l’equation (59.) on trouve 
1 


dans chaque cas: 
m(rp—1) — r—b--2 


ru 2 





On a done le theoreme suivant: 
Theoreme 8. Soit 


68. Te) = FEN, 
VRany 


ou 5 (aP) est une fonction rationnelle quelconque de zP, et R(x”) une fonction 
entiere de x? du degre m. Soient de plus m, s, r, p des nombres entiers 








. —1 
quelconques, y le nombre entier contenu dans ”——-, et 5 le plus grand 


diviseur commun de m—r et rp ou =rp, I m—r = (0; une somme d’un 
nombre quelconque de fonctions de la forme (68.) sera toujours reductible a un 


m(rp—1)— r—b-+2 
9 


m 
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nombre de fonctions de la m&me forme, dont les variables 
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m(rp—1)—r—b+2 
2 3 





seront des racines (W’une Equation algebrique du degre 
et & une expression algebrique et logarithmique *). 

Si y devient egal a zero ou moindre que zero, la fonction [J(x) est 
intögrable. Dans ce cas on doit donc avoir: 

69. mr p—N)—r—b +2= ou <U. 
Pour trouver toutes les valeurs possibles de r, m, p dans cette equation, 
considerons separement les easou m>r, m=retm<r. Soit m>r, 
on aura ou m—r>n, um—r—= ou<n Sim—r>n, on aura 
b= ou <n, r+b= ou <r-tn, m(n—1) >(n—1)(n-+r) et parcequ'on 
doit avoir n>1, (n—1)(n+r) = ou >r+n; done rd <m(n—1) et 
mn—1)—r—b >0O. 

Sin—r= ou <n, on aura b= ou <m—r, rt+b= ou <m, et 
parceque n >1: 











mn—1)—r—db= ou >O. 

Done sim >r il est impossible que v= ou <O. Soit done m=r. 
On obtiendra de l’equation (69.) en remarquant que dans ce casdb=n: 

70. r(ın—?) = ou <n—?. 
Maintenant un=?2, oun>?. Sin=?2, onaun:our=1, p=?%, 
n=1, ou r=?2,p=1, m=?2, et on aura donc: 

711. mn—1N)—r—ı +?=0. 
L’integral (68.) devient donc dans ces cas: 


Sr) dx 
’n ee renl 
Si n>2, on tirera de lequation (70.),:; r= ou <1. Don r=1, 
m—i1, p=n ei 





3. ma—1)— r—5—2 = 0. 

L’integral (68.) devient done: 
7a. feiede 
ViA+kan) 
Soit maintenant m <{r, on aura mp=1, ou mp>1. Simp=1, on 
ana: m—=1l,p=l, sen, b=1, et 
3. man —I)—r—ıi +2 = 0. 

L’integral (68.) devient done: 


1. 


vi+br)' 











») Voyez la note a la fin du memoire. 
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Simp>1, on aura: mn= ou >?r, mn—1)= ou >?r— m, b= 
ou <r—m et par consequent m(n—1)>r+tD5b, et 
m(n—1)—r—b >O. 

Dans ce cas il est donc impossible que v= ou <O. Les seules fonctions 
de la forme (68.) qui sont intögrakles par le theoreme 8”* tant qu’on laisse 
indetermines les coefficiens de x dans les fonctions (x?) et R(z”), sont 
done les fonctions (72, 74 et 76.). Ces integrales sont au reste deja con- 
nues. Pour donner nne exemple de Tapplication du theoreme 8"* je vais 
chercher Fintegrale (74.). Pour cela on peut supposer: 


(2) = 4, 
fn-2(2) = 4.7 
77. Ei (2) u Um x’ 


les equations (5 et 6.) deviennent dans ce cas: 
78. Ya) = Alla" —ıx}) (x — AN)”, 
n ni 
79. 9) =; : 2, (1082, [« A,% nd" £ v(irk »)]). 
vita ı \6 
h etant un nombre constant, et on obtiendra de T’equation (43.), en sup- 
posant 5 (x”) determine par l’equation (41.), n &tant pose au lieu de p: 


so. a1 :lar)da 
J5 v( +5” 2”) 








F, (a) u) 


dF (Ale 
s FR j 1 na 
ou C— —a(z sa) + SE d (a) 


di. —1 (Aiei (a; ) 3(a,) >) 
1 na” 
Pan one 


ll) 9 (as) 
1 na,“ Ä 

















+ 
c.Tk, FT 


Si Ton suppose 5 (x”)==1, on aura en vertu de l’equation (36.) et en de- 
21% 
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veloppant la valeur de a(x°""$(x)): 
zıdz 1 n [1 n—3 
81. f = Ü— —— 2, E log >, (c) a, »9)] j 


VAtlr an) n.c.k 1 
La quantite c est determinee par l’equation: 
n k—5 
C, 
2. 
var u 


n Cy 
2, (5) 
qu’on tire des @quations (31.). 

Pour determiner les u—v co@fficiens de x dans les fonctions f,(z), 
fi(&), »... f,(z), on peut employer les Equations (31.); mais, il vaut mieux 
employer les formules suivantes: 

82. B(eae)=0, Bi) =0, .... .... Ba) =0, 
OU Lyy Ir ror+ 7, sont les u— v indeterminees parmi les quantites z,, 
23, +... 2. Ni plusieurs de ces quantites sont &gales entre elles p. e. 














e 








2, =I,...=X,, on aura les @quations: 
EN “Bis,) dB(x,) d-1B(x 
83. B(z)=0, =, ur BE 2.5 m Bd. 


au lieu des k premiers des @quations (82... En employant ces equations 
dans l’exemple precedent et faisant pour abreger: 





n=—r, u=ri”.y(l+k’2r),, Dart yvtkRer), .... 
Kv=—h, „= y(A+Ri),, BeRiya+HRR), 2... 
| ae ha da d 
= — (n—1)2, u, == ET ß, = ae, ann 
” d?c« d? 
1, = — (n-1)(n-2)h g = m’ B,= Si, ae we ve ee 
T(n—1).h? nd d"=3 
An. = vr 9 ’ Q,., = TmS > PB... == ee, ..o. .. 





zyva+kEmy, w=vVütRay“, 
kAyatka), u = v(i+RA)T, 


m 


mn 
m 


de, dx, 
er %, oe %, 
_®e BEN... 
6 = Tr’ EL 


” - > . » “ 
.. dx, 
\En-2 = m? 





unmı pa) 
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on obtiendra les Equations suivantes: 
watr Ba+ Yı 4; t.... 9% rt % ln 
ar Bı@+ at... sat Kı an-ı 
83. a + Rat mat... 2.4 Mm A,-ı 


‚Un. @, + B.@% + Yn-2@; + 20.0 &.2@u.2 + Un... 





En 


aytrdr. 165 


Au 
Nı 
Ar 


IN 


Er . 
== | 
oe u. 


De la on trouvera les expressions suivantes symboliques des quantites «,, 


day 2.0. 4, dans lesquelles on doit developper toutes 
et remplacer les exposans par des indices *): 


les parentheses 











„ — B-NE-ME-B.. NR) N... 
TB) —e)y—P)... (aa) — P)R—r)....(8— 8)’ 
del (e—4)(y— 4) (y— a)... (aA) (Ra— a) (a—Y) ....(2— €) 
2? Te Ay — Pr —e) ....(a—P)(R—a) (— 7)... (2—E) ’ 
1. BEN N... (Me P)a—n)... (a2) 
TB) RP) (aa) P)(e—y)....(e—:) 


Chapitre 2. 


Sur la sommation des fonctions de la forme J. zeYPpAF(Er)V (R(aP))' dx 





. au Ale P)dx 
En mettant ces fonctions sous la forme / KREIS ou. au 


les theoremes suivants. 


V(R(ar))" 


Theoreme 9. Le mäme eiant supposees que dans le iheoreme 1”, 
excepie qu’on ait au lieu des &quations (2.) les Equations suivantes: 


Pk (X) = ar! (a, -4- ad, x? _ d; ac’? 4 
86. Prtmetpr (2) = 27" (+ bar +b,erH+ 


Irtm-p-,(2) = kr +er + 
et qu’on a: 
ap F (ap) de 





97. Pa)=/ i 
(XP — ar) VLR(ar))"* 
&,c,logB,(x) 
8 Ya) 
V(Rcar))” 


89. cPla)+cP(&)+....c,P(z,) 





on aura: 








RE 
PN 
BR 


= + _1 „(PIE HlR), 


pP» at) p-s ut p zP — aP 





») Voyez Cauchy Cours d’Analyse pag. 80. 
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Les valeurs de c,, &, .... ce, dans le premier membre de cette 
equation seront determinees par les Equations suivantes: 


MC) V(RAH) = Ou4,(e.) 
9. 6 C(2;)y (R(«}))' Ü;4,(2:) 


. 


e, Cz)V (R(&))) zu C;+(2,) 

Demonstration. Pour demontrer que Y(x) dans ce cas devient une 
fonetion entiere de x, on peut faire usage de la m&me methode que dans 
la demonstration du tl&eoreme 1”. Au lieu de l’equation (10.) on aura 
daus ce cas: 


91. Ze= Z(hp-m—i+n—z:) = nm tn —1)+pZh—Zz, 
et en substituant la valeur de 32: 
92. Ze=yn+-nm—1)+pZh, 
expression divisible par p. Donc YWx est une fonction entiere de x. 
ea” P'&(ar) 
(ar —ar)V (R(ar))r- y(&) 





En multipliant maintenant l’equation (14.) par 


on frouvera: 




















93 e& a IP Flap)da IM zyPpAF(ap) rZ! & :ö fr(&) Ca). 

(aP — aP)V(R (ar)  @r—ary/) 6) v( R(sP)“ 

Mais on trouve de l’equation (16.) 
eC(x 
94. „ A) Be Buch 
V(R(ar))”* 

Done: 

Ss eTPAEFlrr)\de s—yp-1F(gr) "— 

we = EEE u le Sa Sr öl) Chr (2). 








(a—ar)w (x) o 


ra) V (Ran) 


On a maintenant 





Ci (: C._: (x) v G,(x) 
% CL) a a) Ra) ’ En R(ar) 


Donc 3, Ofr(2) CO; (2) est une fonction entiere de x. En faisant pour 


abreger: 


97. N (x) =. er F@) 3, Cr (x) of, (x), 











5. Broch, memoire sur les fonct. de la forme Je-w-'3 (zP)(R (ar)? dx. 167 


ou A’(x) est une fonction entiere de x, on obtiendra: 

















98. cz ee dx u 2' (x) = 
(xP— aP) V(R (zP)) ° nn EA 
et de la: 
9. 5 cz Aa F(ar) da 
(DP-@)VCR(ar)) 
y | f (x 
u (.xP om (x) ” rn : a, r ® (a a) 


En integrant maintenant et en remarquant que: 


4 (a) — 0 YP-1 Ci+s- nÖfk (a) arıp-IF(ar) Z «-B 
Be A 0 Sul Fa v(a) "Yawym ‚(6 108.8,(0)). 


on aura: 








101. «P(@)+oaP(2,)+ .... c,P(z,) 
F(aP) 9'(a) 1 " abet. a un 


=t+ p.aytÜ)p=s u“ x?’ — a? 








Les ceing theor&mes suivants peuvent facilement &tre demontres de 
la m&me maniere que les theoremes 2, 3, 4, 5 et 7. 
Theoreme 10. Si lon a l’equation (33.) et si les fonctions C;x,(x) 
et C;(x).R (x?) n’ont pas de diviseur commun, on aura: 
102. amP(&)+cmP(z,)+....c,m,P(z,) 


Pe F(aP) 9 (a) 1 zpF (er) er (x) 
u: al 2). 











XP — 
Theoreme 11. Le me&me eiant supposees que a le theoreme pre- 
cedent, si lon fait: 


A 5. dx 
108. Pa) = ar 





on aura: 


104. cmP(2)+0.mP(2)+ ....c,m.P(@,) 
= ld— r (2 FF (a7) (2)). 
Thheoreme 12. Les suppositions etant les m&mes que dans le theo- 


reme 10, si le degr&e de (F(z?))" augmente de ns est moindre que celui 
de (R(zP))"* augmente de np(y-+-1), on aura: 


105. C, m,P(z,) +6 m, P (z;) + Pe m,P(z,) . C+ F (aP) 3‘ (a) 





pP: atrtrı)r-® . 











168 5. Broch, memoire sur les fonct. de la forme f: zPAF(zP)(R (zP))" de. 


Theoreme 13. Le meme etant supposees que dans le theoreme 11., 
si le degre de (F(x?))" augmente de 2s est moindre que celui de (R(xP))"- 
augmente de npYy, on aura: 


105. amP(z)+0omP(&)+...cmP(e)=tC. 
Theoreme 14. Si l’on fait: 
106. Pa) = /f 1 sec 
V((R(&))"” 


5(xzr) etant une fonction rationnelle quelconque de x? developpee en frac- 
tions partielles par l’equation (41.), on aura: 


107. m P(2) + om P(2,)+ ....c,m,P(z,) 
gr! (= a’)$(a,) 








(ytı)p—s 
p.a, 


day! 





\ 1 sryp—l / 1 
= BEE) + 





1 F,(a”) $°(a,) 
4 p. artDPrs 


Tk,' d(aP)'r—1 





Pour trouver le nombre des co£fficiens de x dans les fonctions f,_,(z), 
(8), +. fı(@), (X), soit le degre de R(aP) egal a pm et celui de 
f.-.(2) a ß,p + 4,5 parcequ'un des termes de Y(x) est (f,_,(x))" (R(aP))"*. 
la plus petite valeur de u sera nß,+ra,+(n—g)m. En supposant main- 
tenant dans la seconde des Equations (86.): 


nm—tip+g=v, 
108. m = tp—r—a,—1, 


t—h = &, 
ou #, designe un nombre entier, on ebtiendra: 
109. (a) = rer + br HET...) 


En donnant dans cette expression a v successivemeut les valeurs 0, 1,2, ... 
...n—1, et en supposant £’ egal & la difference entre r et le nombre entier 


e+v+%, 
p 





contenu dans on obtiendra les formes de toutes les fonctions f,(z), 


fi(@), +++ A-ı(®). 
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Le degre de f, (x) doit done etre de la forme vo+o+a,p +2 p—n+yp: 
Mais dans Y(x) il faut se irouver un terme de la forme (f,(z))"(KL(x”))”, 
dont le degre doit &tre egal a up ou moindre que up. Donc: 
110. no +e+a,+&p—n+yp)tump = ou <(nß,+ra,+ (n— g)m)p, 


et de la: 





111. y- ou <ß,—E+ ne ee, 
v(m--r) 


En designant maintenaut par g, le nombre entier egal a —— —— ou imme- 
diatement moindre que cette fraction, la plus grande valeur de y doit ötre 
= ß,—8&+9g..-. Le plus haut degre que f,(x) peut avoir est donc 


v+e+a,—n+Pß,P+Pg4-.-,. Or ce degre n’est jamais trop grand. En 
effet le degre d’un quelconque des termes de Y(x) qui ont (R(xP))' pour 


facteur, doit &tre 
112. Z(uroe+,—n+ßp+g9--.p)tump; 
en donnant ici a % de valeurs telles que Zu = vn. Eu reduissant il 
deviendra donc: 
113. en ne +a,n— n’+P,pn+P2NM-.-.„TeUmp. 
Maintenant la plus grande valeur de 93g,_,_. est 





114. ps PZeZmMMHr _ yn—o—v)(m+r). 


” 
En substituant dans lexpression (113.) on voit que le degre d’un terme 


quelconque de Y(x) deviendra tout au plus: 
115. an -+-P,pn+pnm—pem = up. 
Done f,(z) doit Etre du degre v+e + a,—n+ PP HP In-0-.: 
vrer% ou 
p 


En designant maintenant par 2, le nombre entier egal a 


immediatement moindre que cette fraction, on voit aisement que le nombre des 


coefficiens de f,(z) doit re „_-r+ß,+9.-.-„ +1; et le nombre des 
coöfficiens dans toutes les fonctions (2), fi (2), - »-- (X) Egal a: 


nl 


119. B,n—rn-+n+ 2, (Inu td): 


n—1 


Pour trouver la valeur de 3,(l,) soit: 
0 


117. go+04, = 8-49, 
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on {rouvera 











% = 03 
I, = 03 
In, e+1 ’ 





ber 2 e, + 1 ’ 





lem P=89 == 0 + vi, 
F-£. aus e, + r ? 
uns = e-rr. 


Done: 
. n(r—1) 


119. > „= ne, +rg +1+2+...+r—1)p= r(e+a,)-+ a 
De plus on a: 
n—1 n—1 
120. 3,9. = mtr) —1), 
et en designant par 5’ le plus grand commun facteur de m+r et n: 
Be (m +r—1)(n—t)+b’ —1 











121. =, = p) ; 
done: 
n—1 Pa ae Fa 
122. =, a = (m-+-r 2m )+b' —1 — (m +r)e— D. 
n—1 n—} 


En substituant ces valeurs de 3,/, et de 3, 9u-g—, dans l’expres- 
o Q 


sion (116.) on trouvera que le nombre des coöfliciens est egal & 


123. An ta,r—mg+ "rretrtY, 





En remarquant maintenant qu’un de ces co6fficiens doit &tre inde- 
pendant, le nombre des co@fliciens qu'on peut determiner par les u &qua- 
tions (90.) sera: 


ß,n+a,r —me+ u "Ir 
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Lee nombre v des quantites ©, Try c.». x, qui doivent &tre determinees 
par les m&mes Equations (90.), sera donc: 
mnm—l)—r—b’-£2 


124. v= 5 N 





et on aura le iheoreme suivant. 
Theoreme 15. Soit: 


135. Po)=/ 


zer %(ar)de 

rp rp—s ) 

V(k(ar)) 
ou F(x’) est une fonction rationnelle quelconque de z?, A(zP) une fonc- 
tion entiere de x? du degre m; s, p et r des nomhres entiers quelconques 
et 5‘ le plus grand commun facteur de m-+r et rp, la somme d'un 


nombre quelconque de fonctions de la forme (125.) sera toujours reductible 
m(rp—1)—r—b’+2 


2 
2 ’ i R z ‚ mIrvp —1)— r—b’ 42 
les variables sont racines d’une Equation du degre .. 5 nn 








a un nombre de fonctions de la meme forme, dont 








et a une expression algebrique et logarithmique. 
Siy= ou <0, la fonction (125.) devient integrable. On doit done 
avoir dans ce cas: 
126. m(n—1)— r—b!-2= ou <O. 
De la on trouve, en supposant: 


mtr = dl’, 
mn—b(d+1)F2= ou <O, 
b’(d+1)= ou > mn-?2, 
(m-+-r)(d+1) = ou > d(mn-+2) 
Karo 


et parceque d= ou >1: 
127. hans si ou < 2, 





mtr 
et de la 
138. 0 = ou <2+ UM, 
Si maintenant m > ?2, on aura 
n <r-+t1, 


n=r, 
m(a—1)—r—b' +2 >n—b‘, 


22% 
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ei parceque 5‘ est tout au plus egal a n: 


v>%". 
Sim=2?7, on aura: 
n=[nr, 
m(n—1)—r—b)’ +2 = n—b‘. 


On doit done avoir 5’=n. Mais 5’ doit ötre un facteur de mr —=?2+n; 


done: 
129. n=?2, r=2, p=1, m=?2, v=0. 


L’integrale (125.) devient donc: 


Fla)dx 
— Ne 2) 


Sim=1, on lirera de l’equation (128.): 
= ou <2?2r. 
Douc ou n=?r, oaüun=r. Sin=?r, on aura: 
m(n—1)—r—b' +2 = r+1—b‘. 
Donc, la plus grande valeur de 5’ etant mr =r-+1, on doit avoir: 
r+1=b'‘. 
Mais n=?r doit &tre divisible par 5’; donc: 





131. r=1, n=?2, p=2, m=l, v=0. 
L’integrale (125.) devient donc: 


132. S(z’)de 


V(1i+br?)' 





Sin=r, on aura: 
m(n—1)—r—b' +2 = 1—b. 


Maintenant 5’ doit @tre un facteur commun de mr =n-+1 et de n; 
done b’—=1, et: 
13. nr m=l, v=0(. 


L’integrale (125.) devient alors: 
a. ja 





Vie)" 
Donc les fonctions (130, 132 et 134.) sont les seules fonctions integrables 
par le theor&me 15 tant qu’on laisse indetermines les coefliciens de z dans 
Far) et R(xP). Elles sont au reste deja connues. 
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Chapitre 3. 
a Zul | R 
Sur la reduction des integrales de la forme k SEE Cab. (aP)dır 
V(R(ar))' 


fonctions algebriques. 


entre elles par des 





Soit (x?) une fonction rationnelle quelconque de zP, on peut, comme 
on sait, decomposer z’??'‘5(z?) en plusieurs termes de la forme Az"r+" 
Are 


(ar—aP) 
s—1 i - ERFTER 
entier contenu dans Pi" et m un nombre entier positif ou negatif egal A 


‚ m, etant un nombre entier quelconque positif, ‘y le nombre 





—y ou plus grand que —y. L/integrale proposee est done decompesable 
en plusieurs autres integrales de la forme 


/ zrrts-idr et / z’1P1 da f 
VCR(ar))' (r— ar" Y(R(ar))' 
Nous allons chercher les reductions de ces integrales separement et en- 
semble. 

















8. 1. 
PER ne zPts-t gg 
Reduction des integrales de la forme SI = entre elles. 
v(R(aP))" 
Pour trouver la relation la plus generale possible entre les inte- 
ee 1. . or ’ 
grales de la forme / — et une expression algebrique, il faudra 
V(k(an) 


chercher la fonction algebrique la plus generale dont la differentielle peut 
se decomposer en termes de cette forme. Or on sait que cette fonction 


algebrique doit etre une fonction rationnelle de z et de Y(R(zP)). Une 
telle fonction peut toujours Etre mise sous la forme suivante, en designant 
par Q,(x) une fonction entiere de z: 


n 


135. f(o,v(Rcar))) 
A,,u,o x V(R (zP))" r 


(2 Be — a rk, ey 
Zu 


En differentiant une quelconque des fonctions contenues dans le pre- 
mier terme du second membre de cette @quation, on obtiendra: 


ni n 


er 2, [Q, (2) . v(R (zP))'] r 2, 2, =, ( 
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136. (OK REN) = —— (Rena 42 0, EN). 
V(R(ar))"” X 


De la on voit qu’on doit avoir: 
137. n—ı=s, 
138. van—s. 
En differentiant une queleonque des fractiions du second membre de 
’equation (135.), on obtiendra: 


139. d Chat. ePD.) 














(a7 — ar)“ 
z.? - a Are 
Ri. a 14 Kludi u. ur uhr fERT . erten) 
Veran)” Frz, (ara 
dx 





Alın que le coefficient de dans le second membre de cette 


VR(any” 

equation puisse devenir une fonction entiere de x, R(zP) doit ätre divi- 
sible par (2° —@’)‘*'; done p=er, c etant un nomhre entier. Chaque 
ierme de ce co@fficient devient dans ce cas de la forme zdr++e1, ou f 
dans les differents termes doit avoir toutes les valeurs entieres depuis zero 
jusquä c—1. Mais toutes les termes doivent @ire de la forme xz"r+-'; 
done: frte=s-+ep, o=s-rep—fr. Maintenant dans l’equation (139.) 
eo doit Etre constant tandis que dans le developpement du second membre 
de cette Equation f doit avoir toutes les valeurs entieres depuis O jusqu’& 
ce—1. Done c—1=0, c=1, r=p, g=s-ep, la moindre valeur de 


e etant le nombre entier egal a — 7 ou immediatement plus grand que et 
Si on designe ce nombre par —Y’, on aura, parceque g doit Etre moindre 
que r=p: 
10. op = s—y'p. 
En substituant les valeurs de v et po dans les equations (135, 136 
et 139.), et en supposant: 


141. Ra”) 
+ a +mrP) + ....0,0”P 
N... Wr +Er +... ce”) 
PD) (dt + + d,,,et”), 


on obtiendra: 


\ 


N 


\ 
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, 


Aue: zer? VeRE 9") 


142. (Re) = Ole). RE +2, 5, ( Pr 





143. df(z,V(R(ar))) = —? 
V(£E(zP)) 

















= Ra) + 
V(R(ar))‘ dr») 
n—S xp 
En Te ds ,(s—y'p) arm RlaP) 
+2, Sud f («Pr D)” + (a? — bP)? 





vp art dP-1R(zP) 
(a —b5 y. 


Mais on sait qu’on doit avoir 
144. N = FE ziyp-i +f-4-n a’r\r-dr + ei ha’" +f, tr! + Bi: | FE he 
+r 
= pam, 


Donc, en comparant les deux membres de l’equation (143.) on voit aise- 
ment qu’on doit avoir: 


145. 0(2) = ey ze y’-1) ee Pen AT Herr +... art? 
= 5 ect, 
Donc: “ 
dO(x) en Br 4 
NET Te 


..96, a + (s +p) e, „tr ee ..(s+ kp)e; art 2, „(8 . gp) e, za 


en remarquaut que quand s est divisible par 7, ma y=Yy-—l1, et 
s—y'p=0, mais quand s n'est pas divisible par p, quUon a yY=Yy. 


En substituant ces valeurs de Q(x&) et de rn dans l’equation (143.) 





et en developpant cette &quation, on trouvera BR que le co£fficient 


de z’*! dans le developpement de (Bar) ID L?—!g(e at ) est 
egal a: 





147. Do)o= 2, (s +0p—??) a, &: 


De möme on trouvera que le coöffcient de z’t—! dans le developpement de 
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NS 1yp 4Kla?) 

nn de , (s-yp)aerr1R(zr) wpartr-vPiR(ar) ’ 

E04 ms naar HE A ee N est egal a: 
(a — bi)” r (a? — 55)’ (a? — Er” 5 


148. E,.(e) 
_ x ‚_4NYetr 7-07 ptotr-r-0-Y) pP ter N ltem—2)... (ty —y U) 
= 2, \( 1) .b,? .d, ‚( 1.2.3....(de fr 0-7) ) 
x (CE) (pe N HP) + EVEN Wle+Y'—y )] 
t,+y-r-0-y‘ {uty-r-0-y’)p (t,—v—1) (1 —y—2) .... (s+y’—y-+1) 
(1) .b, -d,,y ( 1.3.3... (Fr —r—0—/)) ) 


ale Tin Eh 
r 





0 





Un 
ee 2. 
0 





x (ev (pe+9)+ 


A laide de ces @quations on peut determiner les coöfficiens de 8, et on aura: 


q =! 
149. = D(e)+2,2,4,.E,., (0) 
1 ı 
Pour determiner les coefficiens de la premiere et de la troisieme expres- 
sion de R(=”) dans l’&quation (141.) a l’aide de ceux de la seconde, on aura: 


150. 4,= Gt +tst..t,) 


135, ( edle T(t,-H).T (t,-+1)....T(to+1) 
Pr \E2, HN). IB2 +2) TA, t2) DA) TAN) Ar) 





9 
tı—Ppı ta—P, t —P, 2,%,—P,) 
x b, db, .... b T, tt" ); 











11 En 
u ee > F ER as 
u " a 0 m 2r. BL er 
pet u an 2 
X ed T(t,+H1)T(t,+1) ... Tlto- +1) IltoHtl). TtotR) 
Barth Ws BADEN TB-tH Ben D BD TE AH 
! . Ita BA) Item —ßeHtt) Ita Pott) 


Kr ver er Pers RAR: c 
.... g . 


x b, ...VY)— «Vorl 


q 
z, (,—P,)+ß — 
2 (—1 ) 1 ? ‘) . 


RN 


ktR,—Z,P, 
En donnant maintenant dans V’equation (149.) a r successivement les valeurs 
—y, —(y—l), .... +7, on obtiendra tous les coefficiens de S et de 
möme toutes les @quations qui r&sultent de l’egalite des deux membres de 
Vequation (143.). On voit de plus par cette equation que: 


152. r=mHtk. 

















mn.» 
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En integrant l’&quation (143.) on obtiendra: 


s—yp—1d —(y-Np—1d. ys+(m+k) p—1 x 
189. SE — HS Et nf 
V(k(ar)) V(R(ar))' V(k(ar)' 


1 1,8079 


= VRey- (00)+ 2,5, pr) 


Cette equation presente la relation la plus generale exprimahle par des 
fonctions algebriques entre plusieurs integrales de la forme en 


n 


V(k(ar))‘ 
Le premier membre de cette equation est en m&me temps lintegrale la plus 

















generale de la forme /- - auce, ‚ 8 etant nne fonction entiere de = deter- 
V (k(ar)) 
minee par l'equation (144.), qui est integrable par des fonctions algebriques. 
En substituant les valeurs de « dans l'equation (149.) on obtiendra 
les m+Ak+Yy-+ 1 equations suivantes: 


gq to—1 
l-, = D—Yy) +2, z, A,.E,.—V» 
1 ı 


og t— 


154. / Fam >= DP(-W-D)+ 7 z, A,..E,.(-(Y-2); 


mn = (s+ m +hyp — "Dean. 

Le nombre des quantites determinees par ces equations doit etre egal 
au nombre m + k+Yy--1 des &quations. Maintenant le nombre des 
coefficiens de (x) est A+y’+1 et le nombre des quantites A,,, est 
4 +b4+...l,—g =m—z—g. Done 3+9 +y—y parmi les quantites 
[+3 I-y-n > * ++ my doivent Etre determinees par les &quations (154.); les 
autres seront arbitraires; seulement on ne pourra pas les supposer toutes 
egales a zero. En eflet, par A Equations entre A inconnues d’une forme telle 
qu’il n’y a pas de termes ou les inconnues ne se trouvent pas, on ne pourra 
determiner que A— 1 inconnues, et on obtiendra une Eequation de condition 
entre les co&fficiens des inconnues. On peut douc supposer: 





155. Im ml 


Per0-7 = Fto-yrı = ++ Fmtinı = 0), 
et on obtiendra en substituant ces valeurs dans l’equation (153.): 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hit. 2. 23 
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L, ast(m+K) p-Adr 
156. vi wu 


n 








V(R(cap)' 
xrÄAdr zY7-DrAde : aterrY’-Dr-Adr 
nf, SEE anf + faemf 
V(k(xp))' V(k(ar))' V(R(xr))’ 








n 7 19-1, A, sy’ 
Rear) (0@)+2,3,(y))' 
Er (x [Ü 

Pour determiner A,., Ar,ı, »--- Ag» e_y3 Ey eree &r 

on aura les @quations (155.), et par les 2+g-Fy— y’ premieres equa- 

tions (154.) on determinera ensuite f_,, f-y-n» +++ Ar y-ı- Uyaa 
remarquer que la plus petite valeur de k est —y”. 

wst+m+hr1dg 


VeR(an)' 
integrable algebriquement il faut qu’on ait ou s+gy=1 et s divisible par 
y, ou les Equations suivantes: 
1897. fe, Le +: Da 
On voit aisement que dans le premier cas on aura: 
s=yp=(tl» 
Ra’) = (’—D), 


m == $, 


Fe pl dr ke dx er PAdz 
— nn E77 — ” 





Donc, afın qu’une fonction de la forme y puisse etre 











V(R(ar))' V (ap — bPy'Pr' V (ar — bp) 
En supposant done: 
Yıtrkza, 
Yi=6, 


lintegrale donnee deviendra: 

pl dx 

r ’ 

V (xp — bp) 
r, a, p, € etant des nombres entiers positifs quelconques. L’integration de 
cette fonction s’execute ordinairement en mettant y-+DP au lieu de x”, mais 
elle peut aussi etre faite a l’aide de l’equation (156.) en decomposant e d’une 
maniere quelconque en deux facteurs ‘Y’ et et en faisant: 

158. O()=e_,+ ey tee OP FE he anne HP, 


L’equation (156.) deviendra done: 
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159 / zeP-1dz 
V(ar— or)‘ 
—= Ü— y (ar — Pr (e_, 2. ey Pte. ec +eatt rt... 


04 
ws Band, ‚zur DI, ———- ). 
a—y'—1 + r N (ap — IP)’ 





equations suivantes: 
{1 
D- +34.E-Y) =o, 


| 
e 


D-@-)+ 3,4,.E,- 1) = 
160. >. 0: a eh TUT er 


i—1 


D(a—y'—1)+ 2, 4,.E,(a—y'—1) 


| 
he 


1—1 / 

D(a—y') +2, A,.E,(a—y) = (a! )pe._... 1, 
Afin que le nombre des co@fficiens de Q(x) devienne le plus petit pos- 
sible, 2 doit @ire le plus graud facteur de c, simple ou compose, egal a « 
ou moindre que a. 

Dans le second cas, si on a les Equations (157.), on determinera 
par la s-+g + y—y’ des 2+g+1 quantites Di, B,, 222. Day Co Ciy en. 
.. €, et en remarquant que Y= Y si s west pas divisible par p, et 
y=y-+1 sis est divisible par p, on voit qu’on peut determiner les 
coöfficiens de R(zP), sis est divisible par p, par deux, et, si s n'est 
pas divisible par p, par une dentre elles, de maniere que la fonction 





rer dr il .: cn 
/ d devient integrable algebriquement. On voit aisement que 


n 
V(KR(ar))' 
les differentielles qui sont integrables algehriquement dans ce cas, les coöffi- 


ciens de R(x?) &tant quelconques, sont les m@mes que dans le cas precedent. 





S. 5. 
a YPA de dab, 
Reduction des integrales de la forme f — — entre elles et aux integrales de la forme 
U s 
(aP—gP) VeR()) 


ya dx 
v(R(aP))' 


Pour reduire cette integrale il faut, comme on le voit par lequa- 


tion (139.) qu’on ait 
23% 
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161. fio,v(K(ar))) 
AT VRa) ZA? VRR. 






































= 2 2, z, 
je" (zP — gP)® + u 
En differentiant cette equation on trouvera: 
e Sdx 
162. dfia,VCR@))) = - 
V(R(aP))' 
n—s „AR(aP) ih | 
1; 5 4 (& a tler up er Ren] 
Veran) a dä 
ot ER = er E | 
’ $ z 4 +6s—y'px AITERNE. vp x-tr-VP-UR(aP) 
Be Be, ze aae | e 





Maintenant on peut faire 
163. Ra) = htrAae— PP) — Pt... + na — gP)”. 
Pour determiner Ay, Au » ++. Am, il faut metire zZP+gP au lieu de zr, 
et on aura alors en substituant pour A(z?) sa valeur determinee par 
l’equation (141.): 
rate rt... ram +g”)” 
= ,h+thr+hrrt+...+ 5.0”. 
De la on tire: 


# = _Tle+1).a,. ger 
164. 4,=4+2. 7,40. ,FT) 


En substituant maintenant la valeur de R(x”) determinee par l’equa- 
tion (163.), en developpant et en remarquant que, parceque ou Y=Yy-1, 
ou Y=Yy, on a toujours: 

A TE. =... gpity=y) (14+y—y)rs- ri 
Pr ep (ar —gPff 








165. 








’ 


on {rouvera: 


166. S= ar! er (HT LK (PT. 
= k_. ku 
Aaron ar gy +eo.. CET], 


Ar Anty- AORR en PL ya HT PL... +04 1) 


+-y-1 











= [ET (erg + 2] 
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ou 
167. kA, = 2, A Sm "(ufy +) ph, ya + En (u+y) ph, I+Y—Y) 
+ EP u PR TU UPR A Hr] 
2: 2. |. (A... pt) +4, (ru) +-yr))]; 
1,- 


u 
168. l, — 2, 2, (4,.E,.y—Y)) = 


1 ot e 


g U 
2, 2,2,4 


0 





__4\11,.+:=yt+tY-r'-7_ Ato +2: Y+Y-r-») t,-v-1) (to v2)... .(y+1-+y’-y-2) 
R TREE TITURE ; (“ AEEEREITF N) ) 


x (a + 70H rt]. 


v,e 





De plus on peut toujours faire: 


m-li-y'+Y m-1-y 


169. 2, (arg = 2, Kar, 


ou 


Str ühugn (nr 
N RE STE...‘ 


En substituant cette valeur dans l’Equation (166.) et en supposant: 





on trouvera: 


17. Sam 3 Ar "+ 2,( k-, ]. 


(XP — gP)’ 





En donnant maintenant a y dans l’equation (167.) toutes les valeurs 
entieres depuis — u jusqua m + y—y'—1 et dans les &quations (168, 170 
et 171.) & y toutes les valeurs entieres depuis O jusqua m + y— Y—1; 
on obtiendra tous les co£fficiens de S et de m&me toutes les equations qui 
resultent de l’egalite des deux membres de l’equation (162.). Ces Equations 
seront donc les m-+u+y—y’ equations que voici: 
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sm ei : q 
FREE ==a,4, mp + p—p— er La, (— pm+s—y P—») 2, (A, e)> 


sm 


Tmty-y2 = A,|a An (mp+s—y P—2p— | 
+4, ” (mr) a4) Hg (mp +) 
— (m y—yY—1 )(mp+p— — +5) 








+a,_, (mp—2 = +s-/'p)] 
+ a... (mp—2p+s—y' Pp-ZR)2, (A, ,.) 
+ a... (mp—2p+ sy p— 2, (A,,.) 
173. 4 +4, eg P— ”)2, (A, tt, DA...) 


a a = | 


+, [Apr Eu) + ed XI+y-Y)4s=YP)| 


n 


ho Anger (2 — (2) +4... (p e —w-1)) dyYd+s=Yp) I 


L 








kun = [Ang un) 


AR 4. „pgp+r-”9 (= — (u—1 )) +A4.-ı (» (4 —u)(1 u au 1 Di ze vr)| 








k, =hA,., pH r(— u). 


\ 
En integrant maintenant l’equation (162.), on obtiendra: 
rn y-DpAide re pidz were dz 
174. Tm+y-y'-1 Fi BABU „In +7 m+Yy- y- fn rn u + u.,.,79 nf Te 
a V(R( (xP))' V (R(ar))’ 5 
ar! dz 
+Kk_ / —-—t..h, 


xıAide 





(aP— gP) vi R(xP))‘ (aP — gP)" V(R(ar)) 
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4 A A A Re —1 
— ns“ ’p P n-8 nen en. < be Die RER or - 
zx Y vy(R(z )) ( LP gP (xP— yP)? + (2P— gP)? + .... gl yu—t - 
A, A, . A, | A: 1,1 
+ Pe (er PP aP)° + („P- —_P)° + ra (2? i RER; )r, ' —1ı 
A A A d; —1,?2 
1,2 2,2 U. Er. u. 
+ ı— BD) + (eP— b7)* + (x pP —b})’ + (Pr — 2 








ey eo. 3» 7 y .ver® Panne. Zube... ME 
+ Sata Dietz 2) 


re Vkany- 
(xP — gP)” 
dans le second membre de ceite Equation est W—1, et celui des co@fliciens des 


Le nombre des coefficiens des quantites de la forme: 





z'=rP V(R(aP))" 

(Pr 
On aura donc par la m+u—z—g—1 quantites determindes par les 
m + u +y—y’ Equations (173.); done sg +1+y—y’ parmi les quanti- 
ES: Toys Tıy ones Tmpyaypaıy R_ıy Aa, a0. A_, doivent aussi etre determinees 
par ces equations. Les autres seront arbitraires, sauf qu'au moins une 
d’entre elles soit differente de zero. De plus on voit par les &quations 
(161 et 162.) que w doit toujours @tre plus grand que lunite, On peut 
done supposer: 





quantites de la forme est 4 ++... 4,4 =m—23—. 


Tntyey-ı = 0, 
Faty-yı =, 





Ftgty-y = 0; 
175. k_ — 0, 


Ri, e’0, 
ku, = 0, 
. =—l, 


et en substituant ces valeurs dans l’equation (174.), on obtiendra 
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zıyrAdge 


(a? —gP"V(R(ar))' 
s-yp-1ld s—yp—l s=-(y-1)p—1 
= kuf - - +nf i = +nf2 = PRi.;. 


176. 

















(Pr —yP)V (R (aP))' V(R(ar))' V(R(ar))' 
s+2+9-y’-)p-1d 
... ERTL | - J XL 
V(R(ar))' 








n u— q 1 
a acıY'P y(R (aP))" S, = A, + S A,,o )- 


-gP” 1 ı (vb) 
Par les equations (175.) on determinera les co@fficiens A,, A,, Ay, ...» A... 
Au A, ---- Aye1,9° Les coöfficiens Fu, Tıs Tay ++.» Tage rn Bi 
seront ensuite determines par les Equations (173.). 

L’equation (176.) doit toujours &tre employee si A, n’est pas zero, 
ou si gP"tn)=0. Dans ces cas elle devient illusoire comme on le voit 
par la derniere des quations (175.). Dans le premier cas, si u, = 0, 
x’ — gP devient un facteur de R(z?), comme on le voit par l’equation (163.). 
Supposons done symmetriquement: 

177. oo Fa Fo2F + ....c0,0 
A, 
ou 
178. Lu =lp oe. ml. =1. 

Si maintenant g=b,, il y aura dans R(z”) £, facteurs de la forme a? —gP 
et on un Lehm... = hy, -ı =0. Dans ce cas les quantites, 
Rn Bir rt ku +1) deviendront &gales a zero, ce qu’on voit aise- 
ment par les Equations (173.). Dans ce cas on doit done supposer au lieu 
des equations (175.) les equations suivantes: 


Tntyay-ı = 0; 
Tmtyy—2 = 0, 


179. » = 0, 


Mr 
L 
= 

L 

\ 
bg 


= —1, 


en 
2 
\ 

| 
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et on tirera de l’equation (174.): 


180 SI An 
(a? — b° . V(R (x))' 


zyp-! 4 sy p-1d Ds asta+g-Y-t)PAt de 
= 1(y) + a PR 
VeR (zP))' V(R(ar))' V(R(ar)) 














a um 
S A,.(y) 


a y(R (3 en a ra rar 








ı 


ou on peut donner a « toutes les valeurs entieres posilives plus grandes 


que £,. Donc toutes les fois quil-y-a dans R(x”) L, facteurs de la forme 


ride . 
- (u etant un 





x’—b, on peut toujours exprimer R = 
a’ — bi) V(R(ar))' 
Y 


nombre entier positif quelconque) par les +2 +Yy— y'—t,+1 integrales 

/ BE Deu dx nz / en.e Pr dr et par une 
V(£(ar))' V(& (ar))' V(R(ar))' 

expression algebrique. 

Dans le second cas, si "+7"? =0, et par consequent g=0 et 
1+y—y'=1, on voit par les Equations (173.) que k_, deviendra egal 
a zero, mais qu’on pourra alors faire k_._, = —1. Au lieu des equa- 
tions (175.) on aura donc les Equations suivantes: 


ER = 0, 











181. I x 0, 








Kun = —1= Aıbls—(ury—1)p). 

Il y a a remarquer ici que parcequ’on a y=y', s ne sera pas divisible par p, 

et que A,_, aura par consequent une valeur finie, si on n’a pas en meme 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIU. Hit. 2. 24 
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temps A%,=0, ou si aucune des quantites 5, n'est pas &gale a zero. Ce 
cas excepie, on obtiendra de l’equation (174.), en marquant les quantiles | 
Tys Tız .... Toy+z} 4; 4A,, u...» ” A, A,: .eu0» 4,10: u—1 fois, 


zcrırÄ,dz 
zu=DP Y(R (ar))" 


(u—1) m yPpÄdx u—1) sr -Vrl dx s+g+2-Y-Dp-1, dx 
[nf 2 ge fette... fetter 
V(R(ar))' V (R(ar))' V(K(ar))’ 


182. 














u—1 (u-—1) 


n 2 
— 2, Y(R(ar)) ( u >> u 
ı ı 1 








ou on peut donner A % toutes les valeurs positives plus grandes que l’unite. 


u 
La fonction F- - 2 ER ‚ m etant un nombre entier quelcongue, s n’etant 
z”P ,V(R(x))' 
pas divisible par p, et R(x”) n’etant pas divisible par x”, peut donc toujours 
etre exprimee par les g-+2 integrales 


fi z’-rÄ.dr F xh-dr-, dx y „tet -DrA,dr 
’ E . = . 


VeRl@)" ”  VeRlany' VR(P)y 














et par une expression algebrique. 


Si enfin R(xP) est divisible par z?, et qu'on a par exemple d,=0, 
on supposera au lieu des Equalions (181.) les equations suivantes: 


183. { Rn = 0, 


k_ (ut?) =0, 
—1 = A,-ı h,,(e—(u+Y—1)p); 





 ORERER 
\ (ut, 1) 


ei on tirera alors de lequation (174.): 











185. 
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arrÄ.ds 
PUOY CR)" 


2-1, d ynp-1d rt dr 
= ROyE - +n)/ +. or Todı-t, uf .- 
V (R(ar))' V(R(ar))' v( R(an)y‘ 


184. 




















u—l q 
eye (ER +2, 5, A). 


ı ı (ef b, 





s-yp-1, u 
La fonetion 5 4 “4 ‚„ m elant un nombre entier quelconque, yy' 
z"P Y(Rcar))' 


et b,=0, est par consequent reductible aux +2 —t, integrales: 


JETE set ar.dz Ni arte rgDP-1 dr 
n : ru >. BE ö RDEREANHENEFSER RE tie 


V(R(ar))' V (R(xP))’ Y (R(ar)j‘ 











et ä une expression algebrique. Dans tous les autres cas que ceux que 
nous venons de considerer cela est impossible. 


Pour trouver une relation entre les fonctions de la forme 
ar rr.ds 
(zP — gP) Y(R (zP))’ 
que 2’ —y? soit un facteur de R(a?), ou we g=0 ety=y. Nous 
considererons donc separement les trois cas suivants 1) si IH y—y’=0, 
2) ı 1-y—y=1, et si une des quanüites db), p.e. d,—=0, 3) si 
1+y—y’=1 et aucune des quantites 5, n’est pas Eegale a zero. 








il faut en vertu de ce que nous venons de demonirer 


Soit done premierement 1+-y—yY'=0, et par suile s—yY'p = 0, 
s—yp=p. On doit alors faire: 


C xrı.dx + C arı.dx 1: C f- ap-!, d.ı 
F n 2 n .... +: . a 
(a? -W)V CR (ar))' (a? —W)V (Ray) I e_P, Van) 


+: 7, 
. B,(») 


u IC u rer 

















arıdx 





sa valeur tiree de l’equa- 


En substituant ici pour F 2 
(@"—b,)V (Rear) 


tion (180.), on aura, en remarquant que Tatzmty-i+u(Y) = O toutes les fois 
que u >0: 


24% 
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186. 2 FEHLT E +. 
ru + ‚ Jill V(R(ar)) 


+z-1)p—1,d 
REG L 057 E Yen ze. 


1 g toi (0,4, 
= Gun fh rnaa0n 45E(e] 
Y 


























En differentiant cette equation et en divisant par - ‚ on trouvera: 


V(E(ar))’ 
C,) ap-! + 2, (7, (Y) C,) sep! +... 2, (Fg+:-2 (Y) C,).zteDr-1 
ty n—s dR(xP) 
RE vp xP=! R(xr) 
x. m, (Y) + C, A, (Y ol — (ru | 
et n—s dR (ar) 
len] 
ß 


By 
En multipliant maintenant les deux membres de cette &@qualion par 


gF+z 
187. 2,(ru(y) 











gtz 
= 2, 
ı 











—b)’—b).. ? successi- 
b,;., on trouvera les @quations suivantes: 
0=B,m)+04(D; 

0=B,(d)+ C,A:., (2); 


= B: ,- +2)+ Csr: Ary. (4 +2). 


vement D,, Bi, .... 


188. 


..(@"—bi;,.) et en mettant au lieu de x 


En substituant ces valeurs dans lequation (#87.) on aura: 


+z 
C)zr'+... S, (744:-2(Y). 0,)29+7-9P-1 


g+2 gt: 
189. %,(ru(y) C)ar'+ 2, (rı(y) 











n—s dR(aP) 
+: < ‚Ss, ‚ dx 0% 
= 2,2 3m ()H+E,A,d+C, 4.0|“ (2? pr || 
n e 


En comparant dans cette equation les co@fficiens des puissances Egales de x, 
on trouvera les #» — 1 e€quations suivantes: 





















ur 
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g+2 gt q t,—1 


3, (ny)0) = 3,2, 2, (B,(d+0,4,()+0,4,,.(N) E.V) 


g9+2 arz q tu 
190. 2, (Fı (y) C,) 2 2, = z, (B, (0) + C, A, (0) + C, 4, (y)) E, 0 ( I —y), 


ge +2 9 
, (F4:(N)O)= 2, 2, 


ı 


101 

v 
ı 
—1 


‚B,+C,4,(0+ C,4,.(y))E,.4+2—Y-1); 


—i 


‚(B,+6Ae+C,A,.(y))E,.gt2—Y) 


kn 


+ 
un) 


B4 


q 


0 = 


-M 


y 


2.M 


u 
- 


nn 


y 


q 
2, 

1 

q 
z 

4 


191. / 


| 
"=M 


. > . ° ® ® ® ” ° ® . . > * = 
+2 q tum 


0=2,2,2, (B,(+C,A,(+C,A,.(y))E,.m—y—?2) 


“= .M 


On aura donc en totalite m + g-+ 2 —1 &quations, auxquelles les m + g-+ x 
quantites B,(1), Bx(1), .... B, (D), BD, B.Q2), .--- B, +: (+2), C,, 
Ü,, 2... O,4, doivent satisfaire. Si done les coäfficiens des integrales du 
premier membre de l’equation (186.) ne sont pas, ou egaux ä zero, ou ä 
Vinfioi, une de ces integrales doit &tre reductible aux g+2z—1t aulres 
et a une expression algebrique; mais cela est impossible, en vertu de ce 
que nous venons de demontrer dans le paragraphe precedent. De plus, si 


.,r, g+z . “ ” . 
une des quantites de la forme 2,(r,(y)C,) etait infinie, une ou plusieurs 
1 


des quantites C, devaient &tre infinies, ce qui est impossible, comme on le 
voit aisement par les &quations (187.). On pourra done au lieu des equa- 
tions (190.) mettre les Equations suivantes: 

gt g ty 


0= 2,2,3,(B,(+C,4,0+0,4,,y)E,(D): 


ı 
go+z q 1.1 


192.2 0 = 32,23,(B,+0,4,@+0,4,.Y)E,.Ad—YV): 


gq+z 9 1-1 


0=23,2,2,(B(0+0,4,(0+04,.y))E,.(4+2—Y— 2. 


En donnant & une des quanlites B,(1), B;(1), »-..- B,, (+2), 
g+: 


CO, CO, .... C,4. une valeur arbitraire differente de zero, et en de- 





zZ, (B,(+0,4,()+0,4,.(y))E,.(+2-Y-?)- 
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terminant les aulres par les &quations (188, 191 et 192.), lequation 
(185.) donnera Ja relation cherchee entre les integrales de la forme 


Del . , r . 

ik f£.._ 2, "Bi.de plus quelques unes des @quations (188, 191 et 
" (er—BW)VR(ar)) 
192.) dependent des autres equations, on pourra faire egales a zero un meme 
nombre de quantites E,, Cr, »... Our. 








Supposons dans le second cas que 1+y—y —=1,ouy=y', ei 
b.=0. On doit alors supposer Fequation suivante: 


au s—yp—1 s—-yp—1 
19, Of I +G/- IE on 


























(aP— P) V(R( (zP))' —)) V(R (.xP))' 
B;,; 0 dx +0 Ar ze rrÄ,de 
(a —b,_,)V (R(ar))' zPY (R (aP))' 
+ Crift a dx AERNR - WM) er... 
(«?’—2},)V (R(ar))' (PB, )V (R(ar))' 
+: 2 
= Ray 2,2, er. z 


En substituant ici aux re leurs valeurs tirees des formu- 
ies (180 et 184.), en differentiaut lequation obtenue, en divisant par 


Sina Du , puis multipliant par («’— 2) (@’—b}) ....(’—b_)@’—b;.).-- 
Yun 


.w.“.X\a 


3. .- 0, Baar X er on trouvera les Equations suivantes: 
B,, D)+6C A,, 1)= 
B,, (2) + C; A,, (2) m 


B,_ (e-) +C, aa 6) = 


g+z 
194. : r ‘2, (7, (v)6,) 
B,,(8) +([, 4, (8) u i 


Bi @ +D)+ GA, to = 





rs—yn—st.)a 
( Y 8) tz 





(B „+9 +6,.4, +2) = 








Qu 





ö. Broch, memoire sur les fonct. de la forme Si as YP1&(aP)(R (xP))” dx. 191 


En substituant ces valeurs, on trouvera de plus les Equations suivantes: 


g+: 
| =, (Fu (y) C,) 
at 9 1,—1 


=(B, (@) +0,4,, (8)) E.,, Dt 23,2 2, (BO +0,40 +C,A,.(y)E,. CV) 











gt: 
2, (7, (y) C,) 
g+z g toi | 
|=(B, (+04, (o)E,, A-D+ 2723, (B(d+0,A)+0,4,.0DE, (IN) 
PERLE TER IRRTE ih 
2, (Fy+z-ı (y) C,) 
=(B, $)+%A,,(@)E,, (at? Y-D 
go+z 9 E 
| + 2,2, 3, (B,Q +0,40 +64, BE, (421-0), 
0= (B,@)+C; dA, „SIE:, „a+2—-V 
g+z S . oe! 
+2,2 2, (Bd +C,A4 0) +C,4,Y))E,dt2—-V): 
PRREN ITEDRURLLUN OR: B3 TE age. 4 
= (B, (+0, (WE, (m-r—D 
‚ gq+z g 4 ot 
+ 2,2, 3,(B,Q+0,4,0+0,4,(y)E, m—y— 0). 
On aura done en tout m-+-g-+-2 Equations d’une forme telle qu’une des 
quantites B,(1), B,(l),..... B, ,. (4+2), C, 0, .... C,,. entre dans 
chaque terme. Si aucune de ces @quations ne depend pas des autres, il 


sera donc impossible de determiner les m +g +2 quantites B, (1), B,(1), 
©), ©, .... C,r. de sorte qu’elles satisfassent a ces m +g+ 2 &quations, 
et il sera par consequent alors impossible de trouver une relation entre les 


s-yp—1)J: 
fonctions de la forme J- % ie 2. RERRE 
(ar —d) V(k(ar))' 


d’equations pr&ecedentes dependent des autres, on voit par une raisonnement 
analogue a celui que nous venons d’employer dans le premier cas, qu'on 





Si au contraire un nombre & 


g+2 
aura 2, (7,(y) C,) = 0 pour toules les valeurs de v. Dans ce cas on 
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pourra donner & une des quantites C,, ©}, »... C,+; une valeur arbitraire, 
mais differente de zero, et a k—1 d’autres des valeurs quelconques p.e. la 
valeur zero. Les g+2— % quantites qui restent, ainsi que les m quan- 
tites B,(l), B,(1), »-... B,,.9+2) seront alors determinees par les 


equations (194, 196.) et par les suivantes: 


9=(B,(9)+C 4, (8)) E,, OD 
g+z q to 


+ » 2,2,(B, 9+0,4,0+0C,4,.0)E,.—Y): 


197.3. . ee RT 
0=(B, (D+A, DR, 421-1) 


Es q to 


| +3223(B,0+ 6,4, @+r6,4,0ME,(gtr2—Y-D, 





et dans ce cas on pourra exprimer une quelconque des fonctions de 


ss—yp—1 . 
la forme JS A md par g-+2—% autres fonclions de la meme 
a? — WW) V(R(ar))' 





forme. 


Soit en troisieme lieu y = Y, mais sans qu’aucune des quantites 5, 
soit egale a zero. On doit alors faire: 


198. D /- A Ver she 














aP.V(R (an))' az? —b)V (R(ar))' 
+6, /- A Be a f- x pÄA,.dz 
(a?) VeRa))' (#,)VR an)‘ 





s—yp x R(x er S B, (y) E 
LT Vv( P))" ar — IP) + B 
y 


ne leurs va 








m bs zT, 
En substituant ici pour /- — et 


a? V (R(ar))' (a? —W)VR(ar))' 
leurs tir&es des Equations (184 et 180.), on trouvera: 
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sy »rÄ,ds 








m (nd )+Dn)/T RM (Ede )+DH)fZ 
(aD) S 


e ET 1; 


V(R(ar))' 











1 (af — u) 





? a tt —i , 
B,(y)+(,4A,(y) 7 © +4,.(,)+DA,, D N, N 
) + >, > Y K Bean 3 - ehe | + E 


n y 
= „7? y(R (2))’ B (a 1 y 


ar 


m: . ‚ “ wr s-y+np—1l, dr j 
En differentiant cette Equation, en divisant par s - — et en faisant 
V(R(ar))' 





enfin <=0, on trouvera l’equation: 
DAG—- Ya = 0, 
et puisceque suivant la supposition ii = 0, ni s—(y+1)p =0 et 
qu’en vertu de la derniere des &quations (181.) on ne peut pas avoir 
A) =0, on aura necessairement: 
D == 0, 
On trouvera done dans ce cas les memes Equations (194, 195, 196.) que 
dans le cas precedent, en supposaut seulement B, (g)+C,A, (g)=0. Si 
donc parmi ces equations aucune ne depends pas des autres, il sera im- 
possible de trouver une relation en fonctions algebriques entre les inte- 
ER ML 

(a? — gP) V’(R(ar)) 
ces &quations dependent des auires, on pourra exprimer une quelconque des 
zrr\.ds 


Si, au contraire, un nombre % de 





grales de la forme 


par +2 —% autres fonctions 





fonctions de la forme F: = . 
— 7) V (K(ar))" 
Y 


de la m&öme forme. 


Pour trouver les conditions qui doivent Etre remplies afin que l’expression 


. s-yp-l, d s-(y-1)p—1 d s+-{+:— (—1) 1 
F,f® -+m/” ) rd fi n tr 
V(R(ar)) V(Rk(ar))‘ V(R(ar))' 


arypl,.de 

















soit reductible a des integrales de la forme ‚ on voit 


(> — gP) V CR (ar) 
par ce qui precede que x=’— gP doit Etre un facteur de R(x”). Il faut 


donc faire: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hift. 2. 25 


IE! 0% 
V(k(xr))' 


Ik 
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zrrPA, do ah pl Le sctat+tz-yY-Yp-1,dx 
200. F, —hB, J= ..F (Hzty-r/D n 























V(R( xP))’ VeR( xP))' V(R(ar)) 
ii if rs dx + 6, a un ri ‚dx 6; .& ar, de 
(=P—bP)V (R(zP))' (P—b)V(R(ar))' I (a? —P,.)V (R(@r))' 
1 ce 





+27? Y(R(aP))' 2, 2, Ze op’ 


En substituant maintenant les valeurs des int@grales du second membre de 
ceite equation, tirees de l’equation (180.), on aura: 


201. (F, 3, (ru(Y)@ ,)) / Ton == + (F.— 2, (Hy) ,)) / = >. 


N) u 
a (F g+.+7-yP-1(Y) 2, (Farztr-y-i (Y) 6)/ 








at pl de 








V(R(ar))' 
(2 (EN) u’ ae 
EEE 


En traitant cette equation comme celle (186.) on trouvera les m+-g-+z 
+y—y’ equations suivantes: 


0. yr 
A 2,(n(y)6) = 


g+2 
F— 2, (r(y) G,) =(, 


g+z 
F +41 2, (Fa+z4r-r1 (N) G)=0, 


g+z g to—1 
2,2, 2, (H,()—@, A, (e) —@,A,,.(Y))E,.(4+2—Y) — 0, 
go+z g 11 

202. - 2, Z 2, (H,()—@,4,()— 6, 4,,(y))E,.(9+2— 1 +1) — 0, 


Li 


g+2 
zZ, 
‚7 





. 
Ma 
. 


‚S,(H,0—- 6,4, —- 6,4, WE, my) = 0, 
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H, )— 64, (1 = 0, 
H,, (2) — 6, A,, (2) = 0, 
H, (3) — 6A, (3) = 0, 


\ H, .. (g+ 2)—6,..d, (942) =. 





Ces &qualions contiennent les relations demandees entre les 
m +22 +N)ry—y qantites F,, Fi, .... Fy-yoıs @, Orr... 
Or HD, Bl), H,@Ds er H, +2) 


(La fin dans le cahier prochain. ) 
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6. 


KExtrait da proces verbal de l’academie imperiale des sciences 
de St. Petersbourg du 24 Septembre (6 Octobre) *). 





M. Fuss lit une note congue en ces termes: „Lorsque, il y a seize ans, je fus 
charge du secretariat de l’academie, un de mes premiers soins fut l’inspection de nos 
archives. J’y trouvai, eptre autres, quelques paquets de la correspondance de notre 
immortel Euler, en date pour la plupart, des annees quarantiemes et cinquantiemes du 
sieele dernier, c’est a dire du tems de son service en Prusse; puis quelques lettres 
des 14 anndes anterieures & cette Epoque, et ou il appartenait encore & la Russie, mais 
rien, ou presque rien des vingt dernieres annces de sa vie qu’il passa de nouveau au 
sein de notre Acadcmie. Ces lettres &taient rangees par ordre chronologique et for- 
maient une dixaine de paquets isoles. J’y trouvai, comme je devais m’y attendre, au 
milieu d’une foule de noms obscurs, quelques noms illustres qui, de nos jours encore, 
brillent d’un €clat imperissable dans les annales des sciences, — au milieu de lettres 
remplies des phrases banales de l’adulation, d’affaires de service d’un interet passager, 
ou d’objets qui, alors me&me, n’offraient de l’interet qu’aux auteurs de ces lettres, — 
je trouvai, dis-je, dans toute cette ivraie, un nombre assez considerable de grains pre- 
cieux qui, aujourd’hui encore, me£ritent d’etre conserves et offerts aux geometres. Je 
n’ai qu’a vous citer 10 lettres de Jean Bernoulki laine, illustre coinventeur du calcul 
infinitesimal, Y’ami de Leibnitz et le maitre de notre Euler; 63 lettres de Daniel 
Bernoulli, fils et rival redout@ du precedent; 4 lettres de Nicolas Bernoulli, cousin- 
germain de Daniel, auteur de PArs conjectandi in jure et qui, avec Montmort, cul- 
tiva avec tant de succes l’analyse des probabilites dont son oncle Jacques avait jete 
les premiers fondemens, — 6 lettres de Gabriel Cramer de Geneve, auteur de l’analyse 
des lignes courbes algebriques etc. etc. 

Ce furent d’abord les lettres des Bernoulli qui attirerent mon attention parti- 
euliere. Je fus assez heureux pour pouvoir en completer encore la suite, ayant trouve, 
dans les papiers de mon pere, les copies, faites de sa main, de quatre lettres de Jean 
Bernoulli et la traduction francaise d’une lettre de Daniel, qui toutes manquent & notre 
collection, et dont les originaux avaient vraisemblablement &t& retires avant m&me 
qu’elle füt deposee aux archives, par la famille Euler. Il en est de m&me de deux 
lettres de Olairaut, d’une de Naude et d’une de Poleni, dont je possede &galement 
des copies de la main de mon pere. 

Toutes ces lettres roulent sur des objets de science; celles des Bernoulli sur- 
tout offrent un haut interet non seulement pour Phistoire de la science et Vhistoire lit- 
t&raire en gencral, mais encore sous le rapport des methodes et des apergus, du rai- 
sonnement et des artifices de calcul que nul geometre ne verra sans admiration, ni sans 





*%) Cet extrait a et@ communiqu& & l’editeur de ce journal par M. Fuss, s@cretaire perp. de l’aca- 
dömie, avec permission de l’inserer dans le journal des Math. 
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y puiser quelque instruction. Quant a moi, la jouissance que m’a procuree l’Etude de 
ces lettres n’a et& troublde que par le regret, que j’ai Epprouv& & chaque page, de ne 
pas pouvoir lire en meme temps les reponses d’Euler. A coup sür, celles-ci eussent 
decupl& la valeur de cette pr&cieuse collection. Malheureusement tous mes eflorts pour 
me les procurer ont &t& infructueux (je me suis mis en rapport & cet eflet avec l’uni- 
versite de Bäle et avec M. le professeur Bernoulli de cette ville, descendant en ligue 
droite de Jean et de Daniel). Neanmoins j’ai la conviction que la publication imme- 
diate d’un choix des lettres que nous possedons, sera accueillie avec enthousiasme par 
tous les geometres; tel, du moins, a et& l’avis de nos collegues de la section mathe- 
matique que jai consultes A cet Egard. 

Les lettres des trois Bernoulli, avec celles de Cramer, de Lambert et de 
Clairaut formeront a elles seules un volume de 16 a 20 feuilles environ. — Nos ar- 
chives renferment en outre tout un volume de lettres de Goldbach. Bien que ce geo- 
metre ait joui de son vivant d’une grande reputation, et qu’Euler lui-me&me, ainsı qu’on 
le voit par un passage remarquable des lettres de Daniel, eüt beaucoup d'estime et 
d’amitie pour lui; cependant, Youbli, dans lequel est tomb& son nom, et l’interöt secon- 
daire qu’offrent ses lettres, — quoique toutes savantes, — m’avait determine ä ne pas 
les comprendre dans le recueil que je meditais. Or, je viens d’apprendre qu'il existe 
aux archives centrales de Moscou plusieurs paquets renfermant les reponses d’Euler ä 
Goldbach. Cette circonstance change entierement la face de la question: les r&ponses 
d’Euler donneront aux lettres de Goldbach un degre d’importauce que, prises isole- 
ment, elles n’avaient pas, et la publication de la correspondance complete de ces deux 
savans offrira, sans aucun doute, des donnees fort interessantes pour l’histoire des ma- 
themathiques en general et pour celle des travaux d’Euler en particulier. J’ai l’espoir 
bien fonde d’obtenir de Moscou seit les lettres originales d’Euler, soit la permission 
d’en faire tirer copie. *) 

Depuis que les sciences ont cesse d’etre la propriete exclusive d’un petit nombre 
d’inities, ce commerce £pistolaire des savans a et& absorbe par la presse p£riodigue. 
Le progres est incontestable. Cependant, cet abandon avec lequel on se communiquait 
autrefois ses idees et ses decouvertes, dans des lettres toutes confidentielles et pri- 
vees, — on ne le retrouve plus dans les pieces müries et imprimees. Alors, la vie du 
savant se refletait, pour ainsi dire, tout entiere dans cette correspondance. On y voit 
les grandes decouvertes se pr&eparer et se developper graduellement; pas un chainon, 
pas une transition n’y manque; on suit pas & pas la marche qui a conduit & ces de- 
couvertes et on puise de l’instruction jusque dans les erreurs des grands genies qui 





*) Je me felicite de pouvoir ajouter ici, que, gräce ä& la lib£ralit& &clairce de M. le Prince Obe- 
lensky, dirigeant les archives de Moscou, je me trouve, dans ce moment, depositaire de cent lettres 
d’Euler & Goldbach, toutes pleines de recherches importantes sur diflörents snjets de la science, et 
particulierement sur la theorie des nombres. La lecture de cette correspondance me fait encore plus 
vivement regretter la perte des lettres d’Euler aux Bernoulli. Si, par un heureux hasard, elle se re- 
trouyaient quelque part, soit dans une collection publique, soit entre des mains privees, que cette 
annonce puisse seryir aux personnes qui en seraient depositaires, ou qui seulement en auraient con- 
naissance, d’invitation & m’en donner avis! Ce2 (14) novembre 1841. Fuss. 
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en furent les auteurs. Cela explique suffisamment l’interöt qui se rattache ä ces sortes de 
correspondances, et me fait esperer que l!’Academie voudra bien m’autoriser ä livrer a l’im- 
pression un Choir de lettres inedites de quelques celebres Geometres du 18öme siecle 
ü Leonard Euler. — On sait qu’une entreprise tout & fait analogue et relative aux 
cerits et a la correspendance de Leibnitz, se prepare, dans ce moment, en Allemagne. 

Si lacademie veut bien entrer dans mes vues, je me permettrai d’appeler encore 
son attention sur un autre projet qui m’a &t& suggere par M. Jacobi de Königsberg, 
et qui se lie fort intimement a celui que je viens de lui soumettre. M. Jacobi m’en- 
gage a publier de nouveau la liste des £crits d’Euler, fournie par mon pere & la suite 
de son Eloye, et d’y indiquer les volumes de nos Memoires, ou sont inserdes les 183 
dissertations posthumes de ce grand geometre, marquees dans !’Eloge comme inedites. 
Ce desir de notre savant collegue m’a rappele un travail qu’en 1817 et 1818, j’avais 
execut® pour mon propre usage, savoir un catalogue systematique de tous les &crits 
d’Euler, avec renvoi aux recueils academiques qui les renferment. J’ajouterai pour 
ceux de mes collegues qui ne sont pas math@maticiens, que le nombre de ces £crits, 
non compris les grands ouvrages publies separement, monte & plus de 700, et qu'au- 
jourd’hui encore, 60 ans apres la mort de ce grand homme, nul geometre ne peut se 
dispenser de recourir souvent a ses travaux. Or, une pareille liste systematique et 
chronologigue doit necessairement faciliter beaucoup la recherche des pieces dont on 
se trouve avoir besoin. J’ai donc soumis mon travail & une nouvelle revision, et apres 
l’avoir complete, j’ai le projet de le placer en tete du recueil Epistolaire ci-dessus 
mentionne et d’y joindre une notice sur les €crits d’Euler. Car j’ai trouv& que cer- 
tains memoires, marques comme inedits dans la liste, donnee par mon pere dans son 
Eloge d’Euler, ont vraisemblablement, plus tard, ete retires de nos archives, car ils 
ne s’y retrouvent plus; d’autres, publies depuis, manquent dans la liste. I yena 
d’autres encore qui, & dessein, n’ont pas te publies, soit parcequ’ils sont apostilles 
de la main de mon pere „ad supprimer”, soit parceque leur origine a paru douteuse. 
\nfin, en examinant les manuscrits d’Euler que renferment nos archives et ceux que 
je possede moi-m&me, mon catalogue systematique doit me fournir un moyen facile 
de determiner au juste lesquels de ces manuscrits n’ont jamais ete publies, car la liste 
des memoires inedits d’Euler, fournie par mon pere, ne pouvait se rapporter qu’a ceux 
qui avaient ete presentes 4 !_Academie de son vivant. C'est ainsi, p. ex., qu’une in- 
speetion toute superficielle me permet deja de designer positivement comme inedit un 
fragment volumineux, mais mis au net par Euler m&me, sous le titre d’Astronomia 
mechanica. Je ne doute pas qu’il ne s’en trouve d’autres encore, et alors il s’agira 
de savoir si tous ses travaux, ou seulement quelques uns d’entre eux se pretent a la 
publication, question que l’Academie voudra bien soumettre & la decision d’une com- 
mission. MM. Struve, Ostrogradsky et Bouniakovsky ont bien voulu me promettre 
d’avance leur assistance £clairee.” 

L'Acad@mie approuve ce projet et autorise M. Fuss a le mettre a execution. 
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T. 


Unedirter Brief des berühmten Mathematikers Joh. Bernoulli 
(geb. 1667, gest. 1748) an Leonhard Euler in St. Peters- 
burg, datirt aus 


Dafel, den Ilten Aug. 1731. 


Clarissime et Doctissime Domine Professor. 

Amice Carissime. 

Defien legtered vom 25. Mai ift mir von Seinem Herm Batter zurecht überliefert 
worden; Er hat nicht nöthig fich wegen Saumfeligkfeit im Schreiben zu exeusiren, da ich 
felbften eine Antwort fchuldig wäre: hoffe aber Er werde mir zu gut halten, was ich difforts 
an meiner Pflicht etwas lafle abgehen, in Betrachtung meiner vielfältigen Occupationen, 
fonderlich bei dem mir neulich aufgetragenen, oder vielmehr aufgedrungenen Decanats, welches 
mir in meinem angehenden hohen Alter fehr befchwerlich ift. 

E3 ift mir fehr lieb geweien zu vernehmen, daß der Herr Prof. an Berfertigung eines 
Systematis Musici (melches faft zu Ende fol gekommen fein) arbeitet *); ich zweifle nicht, 
ed werde ein fchöned Werk zu Tage fommen, fo ded Auctors fürtreffliched ingenium fattfam 
zeigen wird; Ich Fann mir leicht einbilden, daß dergleichen opus faum wird gefunden werden, 
darin alles auß mathematifchen Gründen hergeholet ift, da wenig Scriptores Musici oder wohl 
gar Feine zu finden find, welche mit fo großer und außbündiger mathematischer Wiffenfchaft be: 
gaabet find, wie der Hr. Profefjor ift, Degmegen mich fehr verlangt Sein Werk felbften dermahlen: 
eins zu fehen. Ich könnte zwar nicht leicht errathen, worin derjenige Grundfaß beftehe, fo 
metaphpfifch feyn folle, wie Er fagt, dadurch die Urfach Fönnte gegeben werden, warum einer 
an einer Mufic ein Wohlgefallen haben Fönne, und dag und eine Sach angenehm, eine andere 
aber unangenehm vorfomme: Man hat zwar eine General: idee von der Harmonie, daß fie lieblic) 
ift, wenn fie wohl eingerichtet und die confonanzen wohl menagirt feind, denn, wie befandt, fo 
haben auch die diffonanzen in der Mufic ihren Gebrauch, damit die Kieblichfeit der ;gleich darauf 
folgenden confonanzen defto beffer herausfomme, nach dem gemeinen Sprichwort opposite 
juxta se posita magis elucescunt; alfo verhält fich e$ auch mit dem Schatten in der Ma: 
tereykunft, welcher das Licht releviren muß. E3 fommt, glaub ich, in musica practica mei: 
fiend auf die Art und modification an, daran man gewöhnt ift, und diefe Art dependiret viel 
von dem naturel und temperament der Leute, deren einige diefes, andere ein anderes für fuß 
und angenehm halten; alfo ift die Stalienifche Mufic- Art discrepant von der Franzöfiichen, 
und diefe von der Englifchen. Mit einem Wort de gustibus non est disputandum. Wenn 
hiemit die Lieblichkeit eines Muficftüdes in der natur felbften fol gegründet feyn, fo muß man 








‚ ,”) Tentamen noyae theoriae Musicae ex certissimis harmoniae principiis dilucide expositae 1. Bo. 
in 4to erfchien in St. Petersburg 1739. 
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wohl definiren, was man durch Lieblichkeit verfiehe und nicht fagen: dies oder jenes ift Lieb: 
lich, weil ed mir gefällt, denn eben diefes Fünnte einem andern mißfallen; zum exempel dem 
Midae hatte de3 Pans Schnader-Mufic beffer gefallen, ald deö Apollinis Harfenklang. Der 
Hr. Prof. fagt, man fünne urtheilen von dem Wohlgefallen oder Mißfallen der viel zufam- 
mengefügten Töne, wenn man die Verhältniß der Höhe und Ziefe derfelben, nämlich die ratio- 
nem intervallorum pulsuum, welche die Saiten geben, anfiehetz daraus habe Er die Regeln 
gezogen, wie die Löne müffen zufammengefügt werden, daß fie ein verfländiges Ohr beluftigen 
fönnen. Dieles laffe ich gelten für einen Meifter, der mehr auf die accuratesse eined Mufic- 
ftüdes Achtung gibt, ald auf den effect, den ed auf die Zuhörer thutz; ein Solcher wird fich 
ohne Zweifel daran ergögen und beluftigen, wenn er e$ nur auf dem Papier gefchrieben fiehet 
und examiniret, und befindet, daß ed nach den Grundregeln wohl componirt iftz aber da ein 
Mufichtüf meiftens gefpielet wird vor unverfländigen Ohren, welche die rationem intervallo- 
sum pulsuum ber Saiten nicht einfehen, viel weniger zählen Fünnen, fo wird, glaube ich, 
dergleichen Ohren dad Muficftüd entweder gefallen oder mißfallen, je nachdem fie an biefe 
oder jene Gattung der Mufic gewöhnt find. Sm übrigen gefällt mir fein dessein ganz wohl, 
geilen aufd wenigfte die Theoria musices dadurch perfectionnirt und gewiefen wird, daß ein 
Mathematicus fchier alle Wißenfhaften auszuführen im Stande ift, da hingegen andere 
Meifter, die nur Practici feind, von ihrer eigenen Kunft nicht anderft fchreiben ald wie ein 
blinder von der Farb. 

MWenn biejer Tractatus Musices zu End feyn wird, wird der Hr. Profeffor feine vor: 
babende Mechanicam *) (von deren mir ift gefchrieben worden) ohne Zweifel mit Ernft für 
die Hand nehmen, von deren ich mir etwas Sonderbares promittire darzu ich denn beharrliche 
Gefundheit von Herzen anmwünfche. Berbleibe indeffen unter Empfehlung Göttl. protection 
deö hochgeehrten Hrn. Profefjors 

bereitwilligfter 3. Bernouli Dr. 


(St. Petersb. Ztg. 1841, No. 27.) 





*) Grichien fchon 1736 unter dem Titel Mechanica sive motus scientia analytice exposita 2. Bd. im 4to. 
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—i, 
Memoire sur les fonctions de la forme 


+2 
Sera Re)" de. 
(Par Mr. O. J. Broch, Candidat en philosophie de Norvege.) 


(Fin du No. 5. dans le calıier pr&c£dent. ) 





Chapitre 4. 


syp—1 a 
Sur la reduction des integrales de la forme /; = = S(ar)da 
“ _ V(k(ar))’ 


par des fonctions logarithmiques. 





par eux memes et 


ER x 71% (ar)de . | 
Uonme nous venons de le voir lintögrale / * Mh ok (a) y de- 


V(R(ar))' 
signuant une fonction algebrique quelconque, peut Eire reduite par des fonc- 
tions algebriques aux m +1 +y—y‘ iniegrales suivantes: 


# a rr,da rA.ds I r-I,.dr 
Fr ) 


PP)VRENy ” Veran)” VeRlany' 
/ zrtm-Y-Dp-1,ds 
Veramy 

et ces integrales sont en general irreductibles par des fonctions algebriques. 
Nous allons maintenant chercher les relations des integrales entre elles 
qu’on peut obtenir par des fonctions logarithmiques. 

Pour cela il faut chercher la fonction logarithmique la plus generale 
dont la differentielle est decomposable en termes de la forme 


I: er ds 
V(R(an)y (ar) VRCar )' 
Cette fonction logarithmique doit, comme on le voit aisement, avoir 


la forme suivante: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hft. 3. 26 
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203. T= 2,[4.1gZ,(f,. av Re))]; 


f,,..(x) etani une fonction entiere de x et A, une constante, ou, en suppo- 
sant pour abreger, 


n—1 


204. B,.) = (ara VREN), 


1 
c, elant une des valeurs de ((1))" ee ,=1: 


205. T=3,(4,logB,,.(e)). 


De la on trouve: 


ee Im A..dBı,u(x) 
206. IT=2,00 





zrPMda 

NVR@ny 
M et N etant des fonctions entieres de x’. On doit done faire abstraction 
des termes dans le second membre de l’equation (206.) qui ne sont pas de 


Maintenant tous les termes de dT doivent &tre de la forme 








„ep: 1 
cette forme. En desiguant par g,(y) le coöfficient de — — dans le 
V(R(ar))” 
developpement de y, chaqu’un des autres termes doit €tre de la forme 
suivante: 






































A dB, (x) 
207. - PA \ mp 7a 
Verlmy "N 
ad > A Pr V (Re), ed A wi (2).6 Vremy') 
OR; . ..  —— . 1 .rv B 
VER)" To V(k(an)' Rn 
2 A (dB.(2) VAR ") 
v( R(xr))' B.(#) 
nn 4 " etdB,(e)V(R(ar))'\) _ AVCRiar))' & (dB, 
. — .4(2, B,&) )=7 -z,( B,(x) ) 
n.V (R(xr)) . n.V (R(ar)) 


_ 4A: (edle 
= 2.55) 
- e dB,(x) vi R( zP))' 


car 2, Bit , comme fonction symmetrique des racines 
2 v 


de l’equation y"— R(z’)=0, est une fonction rationnelle de x. On doit 
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1 - A, 
done avoir, en posant A, au lieu de Ar 


7 


208. dT 





I 
E* 
R 
M 
nn 


(dB, . . 
‚Au . B,,u(&) 


et 





‚7 n 
209. T= Su 4, z, (c, log B,, u (@))] ’ 
En considerant maintenant un terme particulier du second membre de l’equa- 
tion (208.) on voit qu’on doit avoir: 
s-yp—l n 
210. en Mdx = 48 , 
NV CR())' Wearaugi 


M et N etant des fonctions entieres de x”. En multipliant les deux mem- 





hbres de cette equation par Y(R(aP))’ et en ayant egard & l’equation (207.) 
on trouvera: 


Es, . 
211. N = AZ, 








dB,(a) Cy V(R(ar))' dB, (x) 
Fe en (rn) 


n Ao, (B, (x).B,(&)....Ba(x Be 2 


B,(&).B,(&)....Ba(x) 





En designant par o,(y) le coefficient de v (R(zP))’ dans le deve- 
loppement de y, et en remarquant que 


212. 0) = Rür)eo,_.,(y)., 











on aura 
; ae n.A.R(aP) 0,.,(B B, (x). B,(a Pins B,(& ee ) 
13. N re B,(z2).B,(z).... B, (x) 

Mais: 


n—1 


214. 0..,(y.2) = >, 2, (Kar) (a, (Y)- Tanner); 

















donc: 
xy M 
215. R 
mo i 
nA 2,2 3, (Ra). 0,(B,(&). By (@)... Ba (2) om, dB, (a) 


B,(&).B,(#)....:B.(x) 
ou, en supposant pour abreger: 


26 * 
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216. co,(B:.(z).B,(z)....B,(z)) = S$S,(r): 
xp! M 
', 


2 no es 


- Fr Ufen- an—s—v dR (x) 
a0 9 pyym! ) q ur 
nA2, 3, ((R(ar)) .8,(@).(R(ar) we MIT, „(m a), 
B, (2).B,(@).... B»(@) 
Donc, parceque le nominateur et le Bösosiühaleur du second membre de 


cette Equalion sont des fonctions entieres de x, on a 
218.  ztP-"M 


— nAS, S >, ((R( zr))” I,(E): (R(ar) ‚Il s-v urn Tan (&). zen 


1 


217. 

















—nÄ Is. ‚(z).R( LS, (x) R(x ye EL 


SR IS, (@)Rle pille 


dx 


S,_.4(2)(R (ar) We te) 


+- (m Er SD) + NS he) +. 
I, (2) i(@) + n—1) 8,41 (8) fa-ı (2) R (XP) ve 
(as +1) 8.1) fu Ra”) anceı, 
sie. N RE + ,(8) 


= (hH@)+ fı (@) V(R@ar)) +... fe) V(REr)y) 
x (S,@) + Sı(@) YRar)) +... Sa) VR(ar))"") 
= S,(0) (2) + S,_.(@) fı() Rlar) + Se) Ha) Rlan)+... 
IS, (x) (©) R(xr). 


En differentiant cette derniere @quation on obtient: 


. > n n—1 N. V (R(ar)) df,(«) vN.c V(R(ar)y f: (x).dR(xP) 
220. dN—= 2, 2, ( : B, «) + nR(xr) B, («) )- 








On a ei : 


221. S,(@) = v,(B.(2).B,(e)....B,(®)) 





N 
n Ay w< 
= 1a (2,6 )=i n2e o( ITS *) 


,VCR(aP))"#.N 





, 2,(27 o(x).R(xP) ’ 
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Done: 


u 2 "YCR! P) 
222. >, ea en r) — nR(er) S,_,(e), 


et en substituant dans l’equation (220.): 


223. dN = 3, (n.R(ar)S,_,(z)df,(@)+vf,(z) S,_,(z)dR‘x’)) 


= n(S,(z) df,(&) + S,_,(z)R(zr)df (2) +8, (2) Rlar)df,()-+ ... 
+, (©) R (2?) df.-. (7)) 
+ ID AD HIER) +3 es (z)h(@)-+-- 
„+ 2 —1)8, af, (z))dR(.cr). 


Maintenant la fonstion (S,_.(2).S,_, (2) — 9... (2).S,_,4.(2)) est di- 
visible par N toutes n fois que n—y re <n; et la fonetion 
R(2?) (S,_.(2).S,_,(2)— S,_:-.(2).S,_,4a(2)) est divisible par N toutes 
les fois que n—y .. ou > Eu effet on aura en substituant les 
valeurs de S,_. (2), 9,-, (2), On-2-a (2); Sa-,4. (2), determinees par 
Tequation (221.): 

Sn: (2) : Iny (2) — Inez—a (2). Sn zra (X) 

















224. —= 2 
= a, Bl EVCRlar)yH ct". ee) 
n?(R(x))? AN ’ D,(x). B,(*) B,(x) RB (x) 

1 





(2,2 2, (B(@)-Bi2)..B,(@)-Ba@).- B_(@) Be)... 
.D,(z) c; ay v(R(zr))t 

— B,(2).B;(z)... Be B,4(2).... B,-(&) B .(2)... 

„B,(z).c:“ Ta V(R (aPy)). 


— 2 (R(ar))® 


Or la partie du second memhre de cette equation renfermee dans les paren- 
theses est une fonction symmetrique des racines de l’Egnation „—R(z’) = 0; 
donc elle est une fonction rationnelle et entiere de x, parceque les termes 
fractionnaires qui se presentent si y=g Saaneantissent. De plus elle est di- 
visible par n’(R(zP))’ sin—y+ta<n, etpar nE(ar) in—y+ta= ou 


n Ir 
>n parceque en vertu de l’equation (221.) >, A = 
BD; 


visible par R(zP), N ne l’etant pas. Si done n—y-+ta<-n, la fonction 








doit etre di- 
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S,_:(2).8,_,(2)—8,_:-.(2).Suyra(2) est divisible par N, et si a» —y-+a 
= oa>n, (8,_.(2).9,-,(0) — S,-..(2).S,_,r0(2)) R(x?) est divisible 
par N. Supposons maintenant: 


w S. 2). Some )— Su ( ).S, ( 
225. Sul nn nad N zu. R . 4. = D,(x), 





ou D,(x) devient une fonction entiere de x. On trouve par la les equations 
suivantes, en remarquant qu'en vertu de l’equation (221.) S,,,(z) R(z?) = 
S,(x) et par suite D,,,(@)R(aP)=D, (x): 


226. S,_,(0).R(xr) Ta! (x) 


N.D,(& Ars DE RER) ri 











| 3.) rt 
227. S,_,_,(@).R(ar) = Eu (x) 
NR(ar).D,_, (x NS 7 20) 5,.,(0) y(a A) 
Br” Su(x) 
228. S,_,,,(2).(R(zP)) und 


NR@r).Diy()-h®. + Ran) S,_. (8) Sy (0) 2. 


? 





( 


$u(&) 


229. (n—s—y)S,(x) fn--,(&) 
(n—s—y)N.D4,(&) fns-y (2) + mn — s—y)Su-s(&) Sy (2) fn-s-y | 
Su(&) 
230. (n—s + Y) (x) fa (x) R(zP) 


uch (n — 5 +7) N. u. (x) f —s+y (2) + (n _— s+y) ums (ac) Sy (2) fn-s+y (30) 
Mi $u(&) 





N 





Kn ‚substituant ces valeurs dans l’equation (218.) on obtiendra: 
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df.(x d 
NDS ET +5,00) 5,00 
231. ar M— nA Se) 
a 











ND,_.(&)R(a) DOLLS, SWR (ar) af a) 
5,(«) KAG 





ND,(z)R(ar) L (2) Lo@) Ss (©)S.(&) Rlar) Pe u 
Sul) 














ND;_ (a) R(ar) Ir- rg (@) So (2) Rear) le 4) 
“ S, (&) 4: 








(Ran) oe) 5, (a) 82.0) Ran) f ee 


3.) RE Win 














ND, (2) Ran <E TAI, (0) 5) Ren) fs de 











Sul) 
+ A (n—s)ND, (&) fn-s(2&) + (n—s) S,_s(x) S, (x) fn-s(&) 
N $,(x) Pers 
A‘ (n-s—1 )ND,zı(a) fa-s- ı() +(n-s-1) S, _(a) Ss+1(&) fn-s-ı(®) 
$,(x) 
+ ND,.-; (sc) f (x) + Su-s(&) Snı (2) , (x) 
Su (2) 
+ (n"—1)ND, (x) fa-ı (2) +(n—1) Su-,(&) S, (x) fa-ı (x) 
Se) 
—_) ND, ( du —) —S $, nm? (IC 
FR. ) x) fı u. ) Sum (X) (af: Ba... | 
(n-s+1)ND,_ı(&) fa-stı(2) +n- s+1)S,, Ss) fn-stıl aan \xP) 
" Ki Su(®) 


Fr »N(D 0(%) Ten, (e ) R(x Le... .D (x) R(xP) N 2 DL Re) 
Bi 103; Sul) 


Su- ..@)|n(S, (x) AD) 15, (a)R/ an he Be, .S, (x) R(ar) 2 dfr HE, (vS,.,(&) f(x ET rn md ] 


dx 


3.) TONER 



































da 











+A. 





et en substituant dans le dernier membre la valeur de 7 donnee par 
l'equation (223.), on aura: 


dx 
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232. MN — 





_ x .e. d " 


u "+D,- (2) Ranch, a4; .D ,(x)R(ar) TEE Pte) Tue) 
“X 


ao. 
ee Sul) 








u. etant arbitraire. 
Si done (z?’— a”)? est un diviseur de N, (=’—.a’)'-! doit eire un 
diviseur de x’ 7” M a moins que toutes les quantites S,(x) ne soient pas 


divisible par («”—aP). Mais si cela est la quantite: 
1 ie vr) 


M ‚ af, dfn—ı 
DDR + DR) TER +, E,0Di, Dr)‘ 
sera divisible par (a? — 


N= (had) +) (Ra) + al) RAENI) (SD) + SE) NR) +... 
S,_.(@) V(R(@9))"-') 


ar), En effet on a, parceque: 


est une fonction rationnelle de z: 
233. S, HD) FIS-ADIADIH SAL EDIRar) rl) + :-- 
S,+ı (2) R(xP) AR (x) = 0, 
g etant un nombre entier quelconque plus grand que zero et plus petit que n. 
Par cette Equation et par les Eequations (219 ei 225.) on voit aisement que: 


D,(@) fs) + DA) Ra) + DD fo) Rlar) +... 
.D(@)f,_.(@) R(ar) = — 8, 


4 DORDd+DAAR+ DA d+ DA HDREN)+-- 
| + Dir (@) 1 (ya? „= I,(8), 


Dz)f(e)+D- (De) + ---- D, LE) + DA) rn) Rlar)+..- 
D+(2) (2) R(ar) = 0, 
p eat =s u —=0. 
De la on obtiendra, en supposant pour abr£eger, 
U,(@) = D,(&) + 6,Di(®) V(Rar)) + ED.) VeR@) +... 
Da) (Ray): 


236. U,(2).B,(2) = &8,(2)v (R(ar)) — S,-,(8). 
Si maintenant les quantites S,(x) et S,_,(=) sont divisibles par 


(zP—.a’”)' toutes les deux, on aura: 
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[ U,(a).B,(a) = 0, 
d(U,(a). Bee) (a). a en . +T,(a ). u «ih: 
d? (U, or B,(a)) 2 2dB;(a).« 2 7 d? B,(a) 
da: i =B« a).“ da? y 5 EEE +U,(a). Er 
237. 1 
A U,(a).B ai Ü-1U,(a) , (t—1)dB,(a).d'”U,(a) 
da Ba dan + det ee z ei 
ı D,(a) 
( . U,(a) Bu ZUR 
De la on voit qu’on aura toujours un nombre A Egal a 2 ou moindre que Z, 
tel que: 
 U)=0, B,(a) = 0, 
AU, (a) br dB,(a) __ 
Fr ne E re 
| d?U,(a) __ ®B,(a) _ 
| 238. | da: u. da: äh. 
dk U, N di, (a) ic 
\d m Be da nr 
En 
Donc U, (a). et ses 2—? premiers co@fficiens differentiels seronti 
egaux A Zero. De plus on a: 
U, (a).dB,(a)\ __ U,(a).dB,(a)\ __ Bi U,(a).dB,(a) 
239. ou da )=( da )= =“ da ) 
1 bu (a).dB,(a)+U,(a).dB,(a)+.... U,(a).dB, v) 
= 
n da 
-1( (a).dB,(+U, (a).dB,(a)+.... ZB FESBEN 
rc da ! { 
Done u ee et ses ?—?2 premiers co@fficiens differentiels se- 
ront egaux A zero, et par consequent (- re est divisible par 
(ee —aP)''. Maintenant on voit par l’equation (235.) que: 
U, (x).dB, d If, 
20. (EN) = Duayil +DRe+ 
n—1 
Die) Ran fr + >, Er ee 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII, Hift. 3. 27 







































































—=(), 


)- 
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Done le second membre de cette @quation sera divisible par (=? — ar)! 
Le nominateur du second membre de l’equation (232.) sera divisikle 
par (er —aP)?t'=! et le denominateur par («P— ar)‘, done enfin z7-!M 
sera toujours divisible par («— a)", N etant divisible par (x? — aP)". 
Ti 


N 
q etant plus grand que Tunite. De plus si (eP—uP)’ etait un 





De la il suit que ne peut pas avoir aucun terme de la forme: 
en 

(zP— ar)? ? 
facteur de R(z?) et (ce —aP)’+° un facteur de N, (x? —aP)"t* deviendroit 
aussi un facteur de x’"?-"M. En effet, en remarquant que dans le second 
membre de l’equation (232.) on peut donner & u—s une valeur negative, 
il pourra etre aisement demontre, qu’on peut toujours trouver une fonction de 
la forme S,(x) qui est divisible par («—aP)”, tandis que S,_,(x) est di- 
visible par (er —aP)’t”, d etant plus grand que zero. Car si toutes les 
quantites I, (x) etoient divisibles par une puissance de «&—.aP Egale a celle 
dont S,_,(x) est divisible ou plus grande, soit S,(x) celle parmi les quan- 
tites S,(x) qui est divisible par la plus petite puissance de «—.aP p. ex. 
par (@—aP), S,_,,(x) sera divisikle par la m&öme puissance de ar — ar, 
d etant un nombre entier positif. Soit maintenant y=es-+f, e et f etant 
des nombres entiers positifs et f plus petit que s; en supposant d=e-+1, 
S,-1 (2) = S,,(x) = S,4.,(x)R(x’) ne sera pas divisible par une 
puissance de &— a” plus haute que la v"“. Mais R(x”) est divisible par 
(er —aP). Donc S,4,_,(x) ne sera divisible que par («— a’), ce qui 
est contre ’hypothese. On peut donc toujours trouver une fonction S,(x) 
qui est divisible par une plus petite puissance par = —a” que S,_,(z). 
Done on voit par l’equation (236.) que U,(a).B,(a) et ses v premiers coef- 
ficiens differentiels sont egaux & zero, et om demontrera aisement de la 
m&öme maniere que ci-dessus que le second membre de l’equation (240.) 
sera Jivisible par («?— aP)’; de plus S,_,(x) est d’apres ce que nous ve- 
nons de dire au moins divisihble par («Pr —aP)*. Donc enfin z’-1M 








RE zsrr-ıM 
sera dans ce cas divisible par («? —aP)’+*. N ne peut done conte- 
. Arm n 
nir aucun terme de la forme er ar —aP Etant un facteur de R(ar). 


Chercehons maintenant la forme que doivent avoir les fonctions 


fr), h(l&), Ra) «++» f(x). Parceue N=B,(x).B;(x)....B,(&) 
doit &tre une fonction entiere de xP, f,(x) doit Eire de la forme: 
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"(+02 +02” + ...a, x”). Designons maintenant par Sd, la 
e 
somme de g quantites d, telles que la somme des indices soit &gale 


ä  Puisque N est une fonction rationnelle de x, la somme des indices 
des facteurs de (R(xzP))® dans chaque terme de N doit ätre =gn. Mais 
ces indices sont les m@mes que celles des exposans d,, et N doit ötre une 
fonction entiere de x’; donc on aura 


24. Sd,=dp, 


g et 4 etant des nombres entiers. En vertu de l’equation (219.) N peut 
etre decompose en termes de la forme ie CONAN f,(®); un chaque 
kit ip+ a 4, PN F d, 
terme de S,_,(x) doit etre de la forme ax ” =ax "! ,„ief 
etant des nombres entiers. Maintenant en vertu de l’equation (218.) x°7r-'M 
peut Eire decompose en termes de ces formes: 
df,(x d fan, (2 
nAS,__, (0). Rab, n48,_,@.( Re) Fa), 


dz 


en, 








485, EN, AS, Klar) 


fn- ne 
kp+ = 3 (d „rd, —i 


done chaque terme de x’”P?"'M prend une de cesformes: dx 
kp+ je a „ran- u ry 
bx ‚ ket k‘ etant des nombres entiers. Mais &(d,)-+d. 
Q 
utz 


= 2% (d,), donc chaque terme de xz’’P-' M doit etre de la forme 
u 


fn-s 


kp+ 2 (d, J—1 
bx . De la, et parceque chaque terme de x°’?='M doit aussi 
etre de la forme ba’t!, on conclura que: 
fn—s 
242. kp+Z(d)-l1=stery—1, 
et de la: 


fr 


243. = (4) = — step». 


Considerons maintenant un produit de n facteurs de la forme f, (=) 
parmi lesquelles il se trouve s egaux a f,(x). Soit la somme des expo- 


sans de x dans chaque terme de ce produit egale a hp, Ah etant un nombre 
27 7 
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entier; si au lieu des s quantites f(x) on met s autres quantites f,_,(x), 
la somme des exposans dans chaque terme de ce nouveau produit sera en 
vertu de l'equation (243.) Eegale a kp+s, k etant un nombre eutier. Donc, 
si lindice d’une fonction f(x) est diminu& de 1, les exposans de x dans 
chaqu’un de ses termes seront augmentes de 1. De la on voit que fu(x), 
fı(&), «+... fn-ı(x) doivent ici avoir la m&me forme que dans le chapitre 1”, 
cest a dire qu’on aura 
244. (a) = "Pur ta ++ ...), 

&, 0, a, elant determines comme dans l’Equation (45.). 


Cherchons maintenant le degre de z’’r-!M et celu de N. Le 


degr& de f,(x) etant d,+f,p, celui de S,_,(x) est, comme on le voit 
fn—y 


aisement, = & (d,+f,p). Par le second membre de Pequation (218.) on 
n—1 

voit donc que le degre de z’"’P=!M doit ötre egal ä la plus grande valeur 

que peut avoir llexpression 


f'n+y 
245. (g—-D)pm+ 2 (d, Bd a ee: Ki 


= qmp—i+ = (d,+f,P); 


mp etant le degre de R(x?), f’ et f“ des nombres entiers quelconques 
et 9=2?2, si une des valeurs qu'on donne & v est plus graude que n—s, 
et yg=1 si elles toutes sont egales a n—s ou plus petites que n—s. 
Maintenant on a, d’apres ce que nous venons de dire dans la demonstra- 
tion du theoreme 8"* chapitre 1”, tout au plus: 


246. d,+f,P . n—v— +, +PB,ptPplu.; 


done: 


247. Eu, +f,p) = = En g+a, +ß,P+ Pt. —) 


fu ng 


= n(n—c-+a, +B.P+ = (Play —V)- 


R—e—r)(m—r) 
n 





Maintenant £,_,_, est le nombre entier egal a la fraction 


n—r m y . re» . 
— ee u z m immediatement moindre que cetie frac- 


fr n—$ 


tion. Done il faut que & (d,+f,p) soit egal a 
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nn—o+a,+ß,pP)+p(nm—r)— em—r)) + y 2 mZ—) 


In—s 


n(n—o+a,+ß,p)+(pmn—n’—pmo+ nr 2 v 


= a,n+ß,pn Hpmn—pmp— = (f'n 


= a,n+ß,pn +pmn —pmo—pmf"+— m ou moindre que cette expres- 


f" n—3 


sion. Mais on voit de l’Equation (249.) que 2 (d,+f,p) doit etre de la forme 
s(m—r) 


s+ ep; donc, en remarquant que le nähe entier egal ä ———— ou imme- 





. . $ m—r ” 

diatement moindre que ) est la plus grande valeur que peut avoir 

#28 / pms . 

e sıstep= ou ia et en desiguant ce nombre par /,, la plus 
fi'n—s 


grande valeur de = (d,+f,p) sera 


248. a,n + P,pn +pnm—pom—pmf"+s+tp: 
Donc en substituant dans l’equation (245.), et en remarquant que sı f'=|1, 
la plus grande valeur de g est 1 et si f" >1 elle est ?, on voit que le 
plus haut degr& de »’"??="'M sera 
249. 0,n+Pß,pn+pnm—pom+s+t,p—1. 
Le degr& de N est, comme on voit de ce que nous venons de dire 
dans la demonstration du theoreme 8", egal a 


250. a,n+-Pß,pn-+ pnm— pom. 
On a done: 


cr! M 1,p—1 Kl) pl 
251. = aux" +4, ET Le 








N s s un; 
ß, zsrrml ß, zsıyprA + Bu aypr- 
57 El Due" a nr Zu 
8, 52 Eu 


RR, a gT,, n’etant pas des facteurs de R(p”). De 
la il suit que, si +9 >G4%+Y-+1, les fonctions 


yazı pl, dr | jan de ha ds 
5 n b) “ “ “ ‘ n a 











VCR(ar))' V(R(ar))' V(R(ar))' 
seront absolument irr&ductibles par des fonctions algebriques et logaritlımiques. 
Elles constituent donc des fonctions transcendantes particulieres. 
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En substituant dans lequation (208.) la valeur ainsi trouvee de 


s=-yp-1M . ’ 5 
: et en integrant, on obtiendra: 




















N 
„ettp-! tl) pe . 
252. uf: “ zu WEN jr A au,f 
VeR( xP))' V(R(ar))' V(K(ar))' 
+Bı/- ap, de An Rı/- ar ,da 
(—P)V (R(ar))' («’—g?) V(R(ar))' 


= 2, [4,3,(@1sB, ce] 


Ceite equalion presente la relation la plus generale qui peut Etre exprimee 
par des fonctions logarithmiques entre les intögrales donnees. 


Soient maintenaut D,,(&), B,.(&), -... B.,(&) du degre Pr 
le nombre des coöfficiens des quantites de la forme 3, (x), en vertu 
de ce que nous venons de demontrer dans les @quations (57, 63, 65 
et 66.) et parceque un des co@fliciens dans chacune de ces fonctions doit 





’ w f a ee 
etre indetermine, sera Egal a 2, REN] (de = en AR, b etant le 
ı 


plus grand facteur commun de m—r et de n. De plus le nombre des 


quantit&s A,, A,, .... A, este. On a done \ Hol FSREN) quan- 





tites indeterminees. En differentiant T’equation (252.), faisant disparoitre 
les denominateurs et comparant les co@fficiens des puissances de x ä& ex- 


4 
posans egaux, on obtiendra tout au plus 4, + y-+-1+2,u, €quations, par 
1 


lesquelles on determinera les quantites indeterminees susdites et les coef- 
ficiens des integrales dans le premier membre de l'equation (252.). Parmi 


ces co@ffliciens on pourra supposer $. a e Ba > "Am ) —1 egaux 





A zero et un arbitraire, mais different de zero. Il restera done tout au 
m (n—1) 


plus ,- y+1—e 3 2” ) coefficiens a deteriminer. 





Maintenant il-y-a & remarquer que puisque r+b—m{n—1) est 
(oujours un nombre pair, on doit avoir m (n—1)— r—b5+?2 = ou <O 
sir+b>m(n—1) Oräla fin du chapitre 1. nous avons trouve que 
les seuls cas ou m (a—1)— r—b-++2= ou < 0, sont ceux ouü les fonc- 
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tions donnees ont les formes (72, 74 et 76... Si donc ou m>r, ou 


















m=reir= ou > —; ou m<r et mp >1, on aura ioujours r +5 


= ou <m(n—1). Dans ces cas, en faisaut o—= 1, le plus petit nombre 


des coefficiens des integrales dans le premier membre de l’equalion (252.) 
m(n — 1)—r—b 








qui restent a determiner est tout au plus ,- y+1-+ 3 — eton 
strp=1 i 
pourra toujours reduire une fonction de la forme f - . ar v etant egal 
V(R(ar))' 


aä—y ou plus grand que —Yy et moindre que 4+1, & 4+y+1 
„rel fonctions de la forme J- ee 
(a’— sP)V(R(ar))' 

Si au contraire m r=1,oum=p=1,0ouun=m=er=?, on 

aura r+b >m(n—1). Dans ce cas on peut {oujours donner a p une va- 


leur telle que W+yY+1- el Hr em devient egal a zero, et les 


fonctions deviennent dans ce cas integrables par des fonctions algebriques 

















. j k stmp-1, 
et logarithmiques. Donc les seules fonctions des formes R; = ee 
V(k(ar))‘ 
ap, de * . [4 . (4 ® 
J qui sont integrables par des fonctions algebriques 


(ar— a)" VR(er))" 
et logarithmiques sont les fonctions (72, 74 et 76.). 


Chapitre 5. 


Sur la reduction des integrales de la forme Jr m-ı 5(ar) V (R(zPr))’dx par elles 


memes et par des fonctious algebriques. 


L’integrale donnee etant mise sous la forme J- Beh est 
V(R(ar))" 
comme on sait decomposable en plusieurs autres integrales de la forme 


mpt+s—1,d. -p1,.d . 4. 
[ « Let E ” ‚ m, etant un nombre positif quel- 


VRR"  ° (—a)"ı VRlar)y”” 
conque, Y le nombre entier contenu dans °— 














1 . 
et m un nombre entier po- 


sitif ou negatif egal a —y ou plus grand que —y. Il y aura donc & 
chercher la reduction de ces integrales separement et ensemble. 
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— 
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$. 1. 
„mp+ts-1, 
Reduction des integrales de la forme fe e2 par elles m&mes. 


v(R ar)" 

La fonction algebrique la plus generale dont la differentielle peut 
se decomposer en termes de cette forme doit, comme on le voit aisement 
par la methode que nous avons employee dans le chapitre 3”* $.1., avoir 
la forme suivante: 





253. f(z, V(R (<P))) = O(z) V(R (ar) + 3, 5(4 L Ar (xP))‘ 
ET 


et on aura: 





254. df(vVlR)) = — 
V Ram) 





tom 




















m = A dR(aP) 
dx Rz Erg, en +2 N n pn 
V(R(ar)) CP ini vy 
4 (s— y’p) e1P1 R(aP) 9 pas-tr—p-iR (ar) 
ar— 0) —yt u | de 


Dans ceite @quation IS’ doit @tre determine par l’equation (144... En com- 
parant les deux membres de l’equation (254.) on voit que O(zx) sera de- 
termioe comme dans l'equation (145,), et en supposant pour abreger: 


255. E,, j () = 


& [,__41retr-7-0-7°. ptety-r-0-rHP Br -YE—r—2)...(o+Yy—y+1 
2, I 1)® db, .d,,(® 1.2.3.. «(to DT, ) 


Merirzen)] 


r 








x (,s—t,yYp—sv+py—vpc+ 


m 


255. D'(e) = 2, (s+ op—yp-+ =P2\ WR 
on {rouvera: | 
256. f, = D' (se) + 2, S,A, .E, ‚e(F). 


Ein donnant dans cette &quation EN ac les valeurs —y, 
— (y—1l), ....+r, on obtiendra tous les coefficiens de S et de meme 
toutes les @quations qui resultent de Tegalite des deux membres de l’equa- 
tion (254.). En integrant ceite @quation et en remarquant ge r=m+Ak, 
on obtiendra: 
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s-yp-1.d acy-Nrm,d acstm+hpr—, dx x 
a. fe Je fe 














V (kr) V(Ri« er VeR (ar) 
n q 1, l,, az p 
= Y(R(a) (0 +2, >, er) 


Ci: 


7 


Comme dans le chapitre 3"° $.1. on voit qu’on Lu supposer 


258. Uni — 1 * Par = Sry — s.ı01., — m+k—1 = 0. 


Par ces equations on determinera A, 1, Ay, ız »... Au 1,05 &-yo5 yuny rer &5 


et ensuite les coöfficiens de S: f_, , f-4-13 +++ fary-yı par les +9 -+y—Y' 
equations suivantes: 

t, 1 
Fe Baens D'(—y) +2, 2 v 4,.E,.—Y); 


Es 


259.3 un = D- G-D)+ 2, 2, 4,,E,,.- 0), 


q | 


Feo-r-1 = D’ (a +9-Y—1)+ 2,2, A,,E,.,«+9—Y—1). 





On obtiendra donc de l’equation (257.): 


un. fee 

















V(Rany” 
zsrrÄl,d. z-Y-DrÄA,dx array Dp-i .d.x 
Se Je 
V(K(ar))”” V (K(ar))" V(R (ar))" 





ve (0 + 2,5, (4 ) 


De plus on voit aisement que les coöfficiens de R(xP) peuvent ätre 


determines, si s est divisible par p, par deux, et, si s n’est pas divisible 
os A zstin+hp—. dx 

par p, par un d’entre elles, de maniere que la fonction f —— — 
V(k(ar))" 


devient integrable par des fonctions algebriques, et que la seule fonction de 
cette forme qui est integrable algebriquement, les coefficiens de R(x?) etant 


cerl. dx 
quelconques, est Dj 





‚ c’est a dire la m&me que nous avons trouvee 


V(ar—br)‘ 
dans le chapitre 3”° $. 1. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIH. Hft. 3. 28 











I 
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$. 2. 





s-yp-ı ’ 
# . [ 4 x * dx ” ’ 
Keduction des integrales de la torme f- — - - par eux me&mes et par les integrales 
u n—8& 
(«P—sP) Y(R(P)) 


mp+3s-ı 
B x . d x 
de la torme f &" s 


yiRr() 
En faisaut usage de la m&me methode que nous avons suivie dans 
le chapitre 3"* $. 2. on voit quil faut faire: 


261. Sr, re ) 











4a V(Rlar)y |, 2° ar? V(R(ar)) 
= 2, —— 2, S, 42 
GR F 30 ra av) 


et de la on aura en differentiant: 
Sdx 
V(k(ar))" 


4 $ x: f} dR(.ıı ’) 4 sy wm 
da 8 1, nic, Dr Fa a 5 —y'p) x YP\, R(aP)  npas-ty-Vp-i on) 
u in rg (rg 


262. df(a,y v(R (xP))) = 




















$ , dR(& er) -vp-1 u 
q lt & er YP, 1. 2 + (5 y'p)x° Yp . R(a P) vpz*-ir'-bp-t, RP) 
, p\ BT p pr+l 
(a? — («’—b,) 
De la on tire, en faisant pour abreger: 


v—1 


263. = 2,4, [ut + ph + ut Nphnl+YV) 
+ (SYD) a — PR TT — p hl Hl ) 


gg t,—1 


24. ,=2 2, (4,,E,,.0 nV) 


r) 
0 v,® 








m-y-1 1 a ‚rp (—1)r 
263. ‘ „+ 2, I(y+r v+1)2,4 .(—1) 





2 Ausma Ivw +1 I(y+1) 
2366. en ti; 
k =. seh. Si m-I1-y/+y & 
27. S= am] 2, 0,004 2, et 


En substituant cette valeur de S dans l’equation (262.) et en integrant 
on aura: 











U 
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stm Y'-DpA, de Ta en.de 
268. Om- 1+y- r/ —-+0, - — + ..0 ge“ 


























VER. ıP)) V(R(ar))" V(R(ar)) ))" 
+ uf- es ds ty, BEA EN 1 ’ Li... I X 
EEE y er V(Rar)y" (aP—gP)“V (R(ar))"“ 
ne. An 


Ici on peut supposer: 





Om2+y-y! 7 0, 
4 0; 
269. 4 K_2 a 0, 
h_3 =(, 
K_(u—1) = 0, 

\ K_u = —1=— (u —1)p%, gr) A.- . 


et on obtiendra en substituant dans l’equation (262.): 
x YP-1l,da 
(ar) VER)" 


acıypri,.da achYp—, da a yhr—, da 
= uf- - +0,/2 +0, (Ei aa 


(aP—gP)V (Rlar))" V(RKar))"” V(R(ar)y"” 

st 24 1)p— 1 de u m A, Y 1 A 
tem el IC He 
V (kan) RR; ı (ar Br) 
Par les equations (269.) on determinera les coöfficiens A,, A,, +... A,_,.. 
7 "N A,-1,9: Les coefliciens &,, Cs +++. Orghyyıy No SE- 


270. 




















ront ensuite determinees par les Equations qu’on obtient en donnant dans 
les equations (264, 265 et 266.) successivement a y toutes les valeurs en- 
tieres depuis Q jusqu’a g+2+y— y—1 et en donnant dans l’equation (263.) 
a y la valeur —1. 

L’equation (270.) doit toujours &tre employee, excepte dans le cas 
ou A,=0, ou gr't?—=0. Dans ces cas elle devient illusoire, comme 
on le voit de la derniere des equations (269... Dans le premier cas si 
h,=0, x’—g? deviendra un facteur de R(x’)= x" —DP, et on aura 

238 # 
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alors identiguement les Equations: 
Km (y) Zn 0, K_u-1) (y) = 0, u. BE R- (ut, +) (y) ni 0. 


On peut done supposer au lieu des equations (269.) les suivantes: 














Im_i+y-y(Y) = 0; 4-1(y) = 0, 
ui mty-y(Y) = 0; rien 
. II GERT WS. H_u-1,-) (y) u 0, 
G g+:47-y-1,+1()) == 0, K-(u-t,) (y) = — 1, 
et on obtiendra alors de l’equation (268.): 
272 a YPAl, dx 
(a — Pr V(R (pP) 
| art, da sc—yp—i, da ar rate typ, I 
= LS: = hr grey N n og 
V(k(ar))" V(klar)) V(£R(ar))"* 








n u—1 A, (y) q om A, . (y) 
_ 2'-TP P))s X N 
x v(R(xP)) (2, (PP) +2, 2, (a? — pP)” 


ou toutes les valeurs entieres plus grandes que Z, peuvent Etre donnees a u. 
Done toutes les fois que AR(xP) contient £, facteurs egaux a x” — bi, on 


scs-yp—1l, do 





pourra loujours exprimer F- (ou % est un nombre en- 


(a? 2 u)“ V(R (ar))" 
tier positif quelconque) par les + 2 + y—y’—t, +1 integrales 
Je Ir Fe dx 
_—_ 2, 2 ans“ - 
V(R(xr))"* V(&(ar))" V (R(xr))"* 
et par une expression algebrique. 











Dans le second cas, si g'+?=0 et par consequent g=0 et 
{+y—y =1, on voit que »_. deviendra egal a zero, mais qu’on pourra 
alors faire v_._n =—1, & moins qu’en meme temps une des quantites b, 
ne soit pas egale a zero. Si cela n’a pas lieu on pourra au lieu des | 
equations (269.) supposer les suivantes: 


Im = U$, , = 0, 

On = UV, w. =d, 
Te es a a 5 

u. = 0, Kun = Ö 


ze ’ 
h_(u-) A, (s— (u+y—1)p) = —1. 
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et on obtiendra alors de l’equation (268.): 
Eu #5 
ztu-1)p VeR« rP)) ® 
br er,.dz PER 2’ yDPr1.dz (u- et ‚da 
Zn Ede un Ede, JE 
V(R(ar))” V(Ramy V(R(ar)y 


ed Ei qg tomı A we 
Re (te) 





274. 




















. ü s—yp—1 B T. r 
| La fonetion /- og 7 __, m etant un nombre entier positif quelconque, 
z”P ,V(R(ar))" 


s n’etant pas divisible par p et =? n’etant pas un facteur de R(x’), peut 
donc toujours etre exprimee par les +2 integrales 


/ are. dr / a Yr-DpÄtl.de Je ‚dx 
n 3 n b) ” . ® ® n ie 
V(R(any"” V(k(n)" V(k (ar) 
et par une expression algebrique. 











Si enfin une des quantites D, p. e. d, est zero, on aura les equations: 





Om = 0 ’ Ki = 0, 
Om. = 0, %. = 0, 
278. +++ - aan ae 
Tgtz-tg wer 0, K-(u-1,—2) —. 0, 
K-(u-1,—1) == A, h, (s—(ury—i)p) = —I1; 





76 / zrÄ,dx 


u u) V(R (zP))"* 
1 s-ylyp-1,d. meer dr 
= oJ ET +)“ Engel)? —— 
V(R(x ah V(R(ar)y"”® VRL a ac 
L—L 


u—l A, 2 L A,, o\8 
— 7 V(R(ar))‘ (2. c “242,2 ig (ar um, ) 
p 














. s-yp-1, D) . o,® 
La fonction /- rn Es ‚ ou m est un nombre entier positif quel- 
amp, V(R(aP))"* 
conque, y=Yy', et d5,=0, est par consequent reductible aux g+2—t, integrales: 


cr, do y-Nr,de FR 1 4. nn 00 Hr ER. Me ‚dx 
n ’ S n ME 2 SEE / 7 re et a une 











V(R(ar))" VRR) V(R(aP)) 
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expression algehrique. Dans tous les autres cas que ceux que nous ve- 
nons de considerer cela est impossible. 


(29-87) Ran)" 
on voit de ce que nous venons de demontrer, que x? — gP doit Etre un facteur 
de R(z?), ou qeg=0ety=y‘. Il y aura done trois cas ä conside- 
rer, savoir, si I- y—Y'=0, si I-y—Y=1eb,=0, il+y—y=1, 
pendant qu’aucune des quantites db, ne soit @gale a zero. 


Pour trouver une relation entre les fonctions de la forme 





Soit premierement I+y— Y’=0. On doit alors faire: 
an. be — Vor han Our: ne 
"(VER N m „ br, IV Ran)" 


na Bin 
= Y(R(an)' 2,2, 05 pr 











En donnant ici a une des quantites C,, ©, .... C,,. une valeur arbitraire, 
mais differente de zero, on determinera les aufres quantites, ainsi que celles 
B,(1), B.(l), .... B,,.(9 +?) par les equations suivantes: 

fr V+CAD = 0, 

3, +6 A, „Q) 


— 
N 
ES 7 


Ad A zu 
278. 3 2, 2, = (B, )+EC, 4, ()+C, 4,,. (Y))E,, o (—Y) =Q, 
gt g4 8, 
2, 2,8, (B,@+0,4,@+G,4,.0)E, U) = 0, 





> 2, >, (B ‚()+C, + 4,()+C, 4,.y))E: Mg, „my? = =. 
\ Ta“ 


Si de ces äquations quelques unes dependent des autres, on pourra egaler 


. ‚ a r ” . F . r y 
a zero un nombre egal des quantites C,, E;, +... Uyyz» 


Supposons dans le second cas y=Yy’ et d,=0, on fera alors: 











280. 





979. Of 


a u F; 
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asp, do ae rP=, da 








+6/ 


(—W)V (Ran) 


e\ C rpm 
J P.VR« yet 


.dx 








— 2m Y(R(ar))' 2, 2, 


(a BP)V(Rlx P))" Kent (a? 


.. Ü,_, . 
bi IV. xy" j 
ap, da 

—DP4:)V (RK apjjr— k 
B,(y) 


dee 








L, nf 


gt+z 1 





Puis si des equations: 

(B, + C 4, (i) == 0, 

BD, (2) +074,, 2)=0, 
B,, 8 HC, =0, 

2 (r,(y) 6,) 

+6, A,, Le Wen Fa 


gr ee — 0, 





er (8) 
n.io+D+0 


n tz) au, ‚ 


ige +2) + OA, ,.gr2 %) =— 0, 
EN) = (BD) + A.) Ei, 


g+2 g tom 


+2,2,2,(B,+0,4,(0+0,4,,(y)) E 
C) = (B,() +. A, (9) Ei, „d—Y) 


gt 9 tom 


+2,2,2,(B,0+0,4,@+0,4,,0))E,, (1 


A ne Y»; 
gt: 
3,09) 


N) ’ 


2 % s 
,(944:-1(Y) C,) . (B.,(S)+ €; 4, (8) E,,, try) 


gbz q to —1 


+ 2,2,2,(B,(0+0,4,+0,4,.(y)) E,44+2—7—)): 
0= (B.()+0,A,,(e) E, „g+2—y) 


g+z q to—1 


+ 2,2,2,(B,(@+ 0,4, + 0,4,,.0)) Ei. +2); 


0=(B,(8)+C,4,,(g) E:,.(m—y—1) 


. qgıit pe 





+2,2,2 


=, (B, ()+C, A,(d+C, 4,.(Y)) E,, (m—y—1), 
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aucune ne depend pas des autres il sera impossible de trouver une rela- 


Pr, da nd ca 
. Mais si k equa- 





tion entre les fonetions de la forme /- - 
(PB) Ra)" 


tions dependent des autres, on pourra donner a une des quantites C,, C,, ... 

. C,;: une valeur arbitraire mais differente de zero, et a k—1 autres 
les valeurs zero. Les g+2—% restantes de ces quantiles, ainsi que les 
m quantites B, (1), B;(l), .... B, +.(9+ 2%), serout alors determindes par 
les @quations (280.), en y faisant 

g+: g+z g+z 

n (au! Y)C) = 0, 2, (ı(y) C,) =(, 2, (O4 (Y)C,) = 

Soit en troisieme lieu y=y’, mais aucune des quantites b, egale ä 
zero. On doit alors faire: 











081. ©, any l,doe + cf: asypı, do Ev C J- asrl,.dx 
„OL (PP) CRlar “7 2 n 2: neo g+z n ü 
Y (NV RaN)) (>) VCRlar)) DW, )V REN)” 


gr: 1, 
Re (Er ) 


Si alors des equations: 


(B,(1)+ CA, (1) 0, 
(2) + C, A,, (2) 0, 


B,..4+2)+C,44,,,.+2) = 0, 


en gt: q tom 
282. / 2, (7, (Y) C ‚) = Dix = 2, (B, (£) T C, 4, (0) + C, A, .(Y)) E,.— Y> 
Ar = = T 1 


2, (a, (Y) C,) — 2 2. z, (B,(e) +C ‚A,(e) + C,4,.(y)) E,,. (1—Yy) 


« “ “ ’ “ ° * ” Ez “ . *. - . » = ® * “ - * Eu ’ . 
I tom 


g+ 
0=2, 2,2, (B, +0,40 +C,4,.()) E, m —y—1); 


aucune ne depend des autres, il sera impossible de trouver une relation en 
ri .dr 


u 








fonctions algebriques entres les integrales de la forme /- — } 
(PP) VREY” 


Si au contraire un nombre % de ces Equalions dependent des autres, on 
pourra donner a une des quantites C,, ©,, .... Ü,,. une valeur arbitraire 
mais dillerente de zere, et a k—1 autres les valeurs zero. Les + 2—k 
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restantes, ainsi que les m quantites DB, (1), B,Q), 


Bir (g+2) seront alors determinees par les pe (282.) en y fai- 


sant z (s(y)C,)=0, 3,6) C)=0, .... Eulen N)e)= 0. 
Pour trouver les conditions qui doivent &fre satisfaites pour que 
l’expression 
7 errt-dri,d s+g+2-Y'-p-1,d. 
F,/? me} +H# n BR SSR ji ec Kara 
vidkar)) V (kr) V(K(ar)) 


s—yp—l 
soit reductible a des integrales de la forme % AB - e ‚ on voit par 


(zP — gP) V(R(ar)' 
ce qui pr&cede que =? — gP doit ätre un nam de R(x?) et qu’on doit faire: 


s’ı7P-1,dx xs-Yy-»p-1 are Up, da 
283. F,/- +F,/# En af — 



































(Ran) Ran) VRany 
G,/- zrmn.dz +6,/- ze.dz 6, 7 ze YPı.da 
sr ! n 2 n 
(VA) aan PU, )VRar)y 
= 4 Hlya-roV (R(ar)) 
+ 2, 2, („P —dP) / 


oü les relations entre les quantites F,, Fi, +... Fir, yon @i5 Gar 2. Oro; 
H,(1), H,(1),.... H, ,.(9 +2) sont determinees par les Equations suivantes: 


g+2 
R—2,(60)6) = 0, 

g+2 
F—2,0.)6,) = 0, 


gt: 
Fr On) = 0, 


g+z g 10-1 


z, 2, z, (H, (0) np G, 4, (0)— G,4,,, (y)) u E,, [% (q + % —,\y) = 0 ’ 
ne BE Ya 


2, 2, 2, (H ‚—6,4,(0)—@,4,.(y))-E,,.(4 +2—y'+1) —— 


284. 


IS 


gt: q 101 


2, 2,2,(H,(— 6,4, —6,4,,(y))-E,,(m—y—i) = 


mn — 64,1) = 0, 
Kent: 4,2) = 0, 





3.0496, 442) = 0. 


Be. Journal d.M. Bd. XXIIL Hit. 3. 29 
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Chapitre 6. 


De la reduction des integrales de la forme Ja r-ı $(xP) V(R(ar))' da par eux 
mömes et par des fonctions logarithmiques. 


Comme nous venons de voir, lintegrale f: ara) Y(R(aP)) de 

peut &tre reduite par des fonctions algebriques aux m+1+Yy—y‘ inte- 
i s—yp—1 d zyH, xs\v-Dr-id. 

grales suivantes: F ei u LI: i J: md : 'f2 ® u Ar 
(aP—zP)Y (R(ar))"” V(kar)”” V (Klar) 

fe Bann 

V(R(ar)y 
par des fonctions algebriques. Pour trouver maintenant les relations entre 
ces integrales qu’on peut obtenir par des fonctlions logarithmiques, on cherchera 


la fonction logarithmique la plus generale dont la differentielle est decom- 
E ee ri: 


posable en termes de la forme /- — et /- - 

VRR)” (2? —gP)"" V(R(ar))" 
En designant par B,,.(x) la m&me quantite qui se presentoit chapitre 4. 
(204.), cette fonction aura la valeur suivante: 


25. T—= 5 [4, 2, ? log B,,.(@))]» 














‚ et ces integrales sont generalement irreductibles 








et on trouvera, en differentiant: 








286 dT =, | 4 ,( emule) 
ud u S, 2. Nr ‘ TC R(xP gute \#) dR xP 
> n 4 < g 2, lor« pP))? S, ( .s ( VAfın be De Inder Ru - - ( ] 





Y(R (zP))".B,(x).B,(&).... Ba(x) 


‚ ns 1 AT 
ou, en designant par ed Fi md un des termes de 22) 
N.V(R(ar))” 


er. RE 
= nA[Ss,) RN +S_ ORT R +... S@ Ran) LE 





+8.) RENTE + REN) TaRE 
+ (SALES) tee 
+01) SHIRT) + HIST), 
288. N = SHARM) Hr Sa) RN Fı-ı@). 
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En faisant maintenant: 


j _ Sul) ste (8) — Surs(&) I, (2) 
289. D,(«) = +@ N ur BENER., 





D,(x), en vertu de l’eugation (224.), deviendra une fonction entiere de x si 
ste<n, et D,(x) R(x”) une fonction enliere i stoe= ou>n. Eu 
substituant dans l’equalion (287.) on trouvera: 


290. az! M' 


alas; [Di DER Are ) R(@r) n;.: Di(@) Riar, 2) 














wer} +, (De + SD Ren) e MN. 
5,(&) 
« etant un nombre quelconque positif ou negalif, moindre que n. Comme 
dans le chapitre 4. on voit done que I M ne pourra avoir aucun terme 
de la forme echt ‚ g etant plus grand que l'unite, nı de la forme nn 


aP — gP) r—pp 
xP—b) etant un facteur de R(x?). Cherchons maintenant la forme que 
doivent avoir les fonctions fu(&), fı(l@),; »- ++ Aunıl@). Parceue N — 
B,(x).B,(x)....B,(x) doit etre une fonction entiere de x?, f,(x) doit etre 


de la forme: x" (b, +5 +bxr4+.... b.. x”). En designant maintenant 


Be. r 
le möme par &d, comme dans le chapitre 4. on aura: 
e 


291. S.d — hp, 


g et A etant des nombres entiers. Chaque terme de S,_,(x) doit done 


f'n-y 


p+ 2 d) h 
etre de la forme ar ”* . Maintenant, en vertu de l’equation (287.), 
fn+s-y ‘ 4 
u ky+ 5 a,+a —1 
27?! M’ peut Etre decompose en termes des formes: Az ur 
fn-y, 
kp+ - .d, „rd - f'nts—y f'n+s fn+5 
AT . Mais 23 4+4,= 24 ed 34,8, 


n—1 n—1 


fnts 
kp+ d, —i 
Donc chaque terme de =’"’?='M’ aura de la forme Ax . Mais 


il doit etre de la forme Ax’+r-!; donc: 


29 % 
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fn+s 
232. Ap+ Zd—1l=s+tery—l, 
et de la: E 
fn+s 


293. 24,=s+ep. 


Par cette equation et par celle (291.) on voit que f(x), fi (x), --+- -ı(®) 
doivent avoir ici la m&me forme comme dans le chapitre 2., c’est a dire que: 
f(x) = ar retrt  +r +5 + ...), 


3, 0, &, Etant determines comme dans l’Equation (109.). 
Pour trouver le degre de «’"P='M', il y a & remarquer que, le degre 
‚ r . ‘ ‘ ® In+ . 
de f,(x) etant egal a d, +f,p, celui de S,(x) est 2 (4; +f,p). Donc le 


degr& de =’?! M’ est egal a la plus grande Me que von avoir l’ex- 
pression 


fr+y ‘ 3 ‘ ‘ 
294. gmp+ Z (UT) FMPH dann H Pfau 1 


= gmp-+-mp+ ; (d,+f'v—1; 


mp etant le degre de R(z”), f et f”‘ des nombres entiers, et g=1, si 
une des valeurs qu’on donne a v est plus grande que s, et g=0 siv ne lest 
pas. Maintenant suivant ce que nous venons de dire dans la demonstra- 
tion du theoreme 15"* on a 


d,+f,pr = vteta FR, P—NnH+PI-.-r 
(n—e—v) (m+r) 


9, designant le nombre entier immediatement moindre que s 
, rn 








ou egal a cette quantite. Donc 


295. "Ea+fp = gta +Ap—n+ = wa +) 


nes 


De la on voit que > (d,+f,) est Egal a 





Mey pmv 
(rer 


n(@+ a, +P,p—n) +pn—g(m+r)+ 2 - 
pm Fir+ 


= na, +npP, + pum—pem— 7 2 > v 





== na, + npß, + pnm —pom— (f'n-+-5) 


ou moindre que cette quantite. Mais on voit par lequalion (293.) que 
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Ak 

E (di+f: p) doit avoir la forme s-+ep; donc, en remarquant que le 
nombre entier egal & . mens ou immediatement moindre que ein 
est la plus grande valeur que peut avoir e' siste'p= ou <mp— rn, 

et en designant ce nombre par g,_,, on trouvera que la plus grande valeur 

f'nts ‘ 7] 
de mp-+ 3 (d;+f;p) est 
2%. na,+npß,tpnm—pem+s+4M-,p—pmf". 

Done en substituant dans l’equation (294.) et en remarquant que si f" >0, 

la plus grande valeur de g est 1, et si f’’=0, elle est zero, on voit que 

le plus haut degre de x’?! M’ est 

297. na, +npß, +Fpnm—pom+s+ 4.-..pP —1. 
Le degre de N est egal a 
238. na,+npß,+pnm—pom. 
On a donc: 
n-sp—1 +. Dr nm 
29 I =ua tm Ta, ir 
B, 2 p-! A, 2’ yp-1 Pu zw 
+ x’ eg + ua + REN zP gP ’ 
1 2 AM 


ag, P—g, ar — gl, n’etant pas des facteurs de R(a’). De 
la il suit que si m—y’>g,._,+ 1, les fonctions 
Fi gHnYDp-1,de ee A, a 
Vaamy 7 Veran ek (any 
sont absolument irreductibles par les fonctions algebriques et logarithmiques. 
Douc elles constituent des fonctions transcendantes particulieres. 


En substituant la valeur ainsi trouvee de Ts dans l’equa- 
tion (286.) et en integrant, on oktiendra: 


vst9n-sp1,.d vtIa-s=p1 s-yp— 
300. a, fi ETPRBEPE 1 ia ft 
VRR V(R(am)" V(Rar)y 


+ Bı/- z’pa,dz J- ırH.dx 
1 ....o 


(x? —8}) V(R (zP))"* (x — 87) V(R (zP)y 





























== 2, [4. 2, G logB,,, @))]| 
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Cette Equation contient la relation la plus generale entre les inte- 
grales donnees qui peut Etre trouvee par les fonctions logarithmiques. 

Soit maintenant la quantite B, (x).B,,(x)....B,.(x) du degre 
4,P, le nombre des coäfficiens dans les quantites de la forme B,,(x), en 
vertu de ce que nous avons demontre pour les equations (116, 122 et 124.) 
et en remarquant qu’un des co@fficiens dans chacune de ces fonctions doit 


etre indetermine, sera egal & S, PUR 377 pi much. cr 2 ); b' etant le 
1 


plus grand facteur commun de m-+r ein. De plus, le nombre des coöfficiens 


A,, A,, .... A, est @ On a done en totalite S, RT un nn 








2 
quantites indeterminees. En differentiant l’equation (300.), faisant dispa- 
roitre les denominateurs et comparant les co@fficiens des m&mes puissances 


de x, on obtiendra tout au plus PETER EN, 2 u, Equations, par les- 


quelles on determinera les quantites indeterminees susdites et les co@ffieiens 
des integrales du premier membre de l’equation (300.). Parmi ces coeffi- 





ciens on pourra supposer 2,4, £ (2 Errelen- n — 1 egaux & zero, et 
1 





2 
un coeflcient sera arbitraire, mais different de zero. il restera done 
tout au plus ,_,+Y+ 1—e(* nd a9) coefficiens a determiner. En 


remarquant maintenant que r +5’—m(n—1) doit toujours Eire un nombhre 
pair, on voit que, si r+b’>m(n—1), on doit avoir m(n—1)— r—b’+2 
— ou <0, et parceque dans ce cas on peut donner seulement a g une 


valeur entiere et positive telle, que q,_,+Yy+ en (Au nemi nme de- 





vient egal a zero ou moindre que zero, les seuls cas oü cela sera pos- 
sible et ou par consequent les fonctions donnees seront integrables par des 
fonctions algebriques et logarithmiques seront ceux que nous avons lrouves 
a la fin du chapitre 2., savoir les cas des fonctions (130, 132 et 134.). Dans 


tout autre cas il faut faire g=1, et ou reduira dans ce cas une des iniegrales 


du premier membre de l’equation (286.) & RE 


aufres integrales de ce membre et a une fonction logarithmique, 
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Note relative au chapitre 1. 


Si, comme dans le theoreme 5. on suppose que la fonction F(=”) 
est de la forme 
1. Fear) = 4 +A2 +4,27 + .... 4,20, 


en designant par og le nombre entier immediatement moindre que y+ 
si l’on fait de plus: 


9, II ai zer &(ap)de 
(x) f. ViRlar)) ’ 


R (x?) etant une fonction entiere de x”, du degre m, et qu’on soumet ceite 
integrale a la condition de s’evanouir avec x, on aura en vertu des theo- 
remes 5. et 8.: 

3. NHa)+H@)+.. Ile) = ey) +02) +... TIy,)); 


u etant un nombre entier quelconque, v= 2 ati , c une quel- 


s(m—), 
n ’ 











1 
conque des valeurs de ((1))”, x, &25 »... x, des quantites arbitraires, les 


racines dans les fonetions II(&,), Il(&;), .... Il(x,) etant arbitraires, y,, 
Y2> «++. Y, des fonctions rationnelles de &,, ©, .... x, et des racines 


n n n 
v(R(&r)), Vv(R(&r),....y (R(&)), et les racines dans les fonctions 
Iyı), Ikiy2), +... II(y,) etant determinees par les racines dans les fonc- 
tions Il(&,), Ile), .... Il(x,) et par la valeur de c. Pour determiner 
ces quantites, on formera les fonctions suivantes: 
| ha) = =" (ta ++... Gy, , 0 HP), 

fı(&) = 2" (a, +a +0,24... a, u, atom), 

f(x) = x" (0 + a, 4 Gau? + 0, Ein i 

A (x) = (a,,0 E= G,ı acP E= a2 ac?P + .... d,, uttg-g autto-gIP), 
f+() . PT l@g41,0 4 Agrı, 10 F ag, Here gr, CP), 


a-ı (x) Bun at! (4,.-ı, 0 + d4,—1, 1 ac? + d.-1,2 ac’? + .... An-1, utlg_.n+ı tr Hlon zn) ?), 








ou £, designe le nombre entier contenu dans la fraction m "), On peut 


ici donner & g une valeur entiere positive quelconque plus petite que p, et 
a co une valeur entiere quelconque telle que u Hv—rg— (m—r)o devient 
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divisible par n. En retranchant du quotient de ces deux nombres le nombre 
entier egal a Em ou immediatement plus grand que cette fraction, la dif- 


ference sera ce que avons designe par u. On doit de plus faire: 


B.(@) = fy(@)+ fı(@) (a -VeR))) + f@) (6 -VERNI + ».. 
+ ha) a VREI, 

B,(2) = (a) + fı(@)(e. VER) +) VAR +. .- 
+ hr. VAR), 


er 


B,(«) = fı(@)+fı(®) (ci. VCR TREE) (ec. VRR +... 
\ en u FRIC AI CHI GE LIE 227) ar 


c, elant une des valeurs imaginaires de ((1))", us=—1sin=?2. 





En donnant maintenant a un des coefficiens des fonctions f(x), 
fi (2), fa(&), +++ a1 (X) une valeur arbitraire mais differente de zero, on 
determinera les u autres coefficiens par les u @quations suivantes: 


h )trhla)- V(R(@”)) +fr(&ı)- V(Riar)) +...fAıla). V(Rar)y- =(, 
IHR) HENRI +. eV REN = 0, 


li; +) RA) + RE) V RN + ae) V RE = 0, 
en donnant dans la premiere de ces equations ä v(R(ar)) la valeur quelle 
a dans la fonction Il(z,), dans la seconde & V(R(ar)) la valeur quelle 
a dans la fonction Il(&,) et ainsi de suite. 

Les quantites Yı, Yay Ys> +++. Y, seront alors determinees par 
l’equation suivante: 
7. B,(z).B,(z)....B,(z) 
= M&#— a) — 3)... (ar — a) — Ya —Y) (a —y?), 
et elles seront par consequent les racines de l’&quation suivante du degre y: 
B, (x). B, (x).... B. (x) 





8 = (, 


(Pa) a)... (2a x) 











$ 
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Les valeurs de Y (R(y?)), hr (R(y?)), .... >. (R(y?)) dans les fone- 
tions Il(yı), Il(y2); ».+. Il(y,) seront determindes par les &quations 


f n z sl e.C(y,) 
v(R(y )) u FR, 
n HE c.C (y,) 

u. I YA 








. ai" > RR Cy) 
VRR =)’ 
ou % est un nombre entier positif quelconque et ou C,(z) designe le coef- 
ficient de df,(x) dans la differentielle du produit B,(2).B,(x)....B,(x) 
par rapport a f,(x). On voit par la que les quantites yı, Ya, »... y, sont 
absolument independantes des co@fficiens de x” dans la fonction F'(«”), 


En faisant done: R 
s-yp—1 
10. ©) = /Z I. Er.de 
V(R (aP))' 


tum, L,u=T, D,pa=%, er... 2,=%,, lequation (3.) entrai- 
nera les g+ 1 equations suivantes: 


| De) +90) + ---- Plz, 
+9) +M (2) +++. Doz, 


de) +P9 (2) +... Dir, 
ee ec 








N=- COM HFONDI +0). 


er ie = OH) +) 


 \ 


| D, PRER WERTTRRE.) «, 3. 
I ?, ke 
+0, (2) +P,@) + +--P,(&;) Dr)+tP, (Y)+t--- -D,(y ‚)). 
Il y a maintenant & remarquer que toujours v>o. Pour demontrer 
cela nous considererons s&eparement les quatres cas: m— r—n, m—r<n 
(mais non m—r—=0), m—r=0, ee m—r>n. 
En IT? de plus la 


On a alors, parceque n>1: 





Sim—r=n,onab=n, don v= 


“REN, 








plus grande valeur de p est 


n—2 < n— 295 Fe 
np +1) eat, 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIU. Hft. 3. 30 
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(n—?2) (p+1) 


fonct. de la forme. Sa r-ı S(zP)(R («r)y" Z dx. 





p 


(n—2)(n+r)+2 
’ 


“ 2 


<Vv. 


Si m—r<-n, mais non pas m—r=0, la plus grande valeur de o est 


m 2 — Mm - — 


N 


— , la plus grande valeur de 5 est m—r, et la plus petite va- 





leur de v est par consequent 
n 

n? 

mn’ 


| 


mn —?2m-H-2 


> On a alors: 


ou >2, 
ou >4n—1), 
ou >4m(n—1), 


mn" +-?2r >4m(n—1)+2(m—n), 


mm®—NIımn +2n > Ymn—m—r), 


mn—2m-+2 


mn—m—r 











2 > aa 
v‚>® 
Sım—r=0,on a: b=n, don v= en, La plus 
grande valeur de o sera a1. On a alors: 


"—4n+4>n’—4n, 

(n— 2)’ > (n—4)n, 

(n— 2? > (n—4)p, 
ep) > 2(n—9)—2p, 


Ei. > 


(n—2) 


n—2 





Eufin si m—r>n, la plus grande valeur dep sera: 


Bl, 
CHR. 


MRr— Mm —r—n 
n 








’ 


la plus grande valeur de 5 sera n, et la plus petite valeur de v sera par 


MIN—- MM TN 





consequent > +1. Ona alors: 
m>r-+n, 
mn—m> (r+n)(n—1). 
Mais zu 08 >22, 
done mm—m>r+tn, 


mn—m—r—n>O, 


> 
> 


MN—M—r—n 


2 





= wu 


MN—M—r—N 
n 





E) 
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On a done toujours v= ou >_o+1, c'est a dire: le nombre des equa- 


tions (11.) est toujours Egal a v ou plus petit que v. 


pant, pour abreger: 





En faisant mainte- 


'd,(2) +92) +... 9, (X,) = U, 
de) +2) +... Pd, (®,) = U, 

12. . BP, )+P,(22)+--.-.D,(X,) = U, 
Da) + Dr) t+.... Dr) = dv; 

(2) HD) +. dl) = dv; 
Pa) +Pp,(2) + ...-P,E,) = d,;, 


le nombre des quantites &,, 2%, ..»- 
quantites U, Ur sro. 


x, sera toujours Egal Aa celui des 


nombre des quantites &\, ©, 2%, +... 


x 


V 


v,, ou plus grand que ce nombre, et de meme le 
sera toujours Egal a celui des 


quantites ©, %ıy «0. %,, ou il le surpassera. On peut done toujours sup- 


poser des fonctlions A, As, «..» 


fx 


13. 


= A. 
- 





er 


— 
— 


N, (U, 
N; (Uy, 


N, (u,, 
A, ; 
Ar (Co 


A, (©, ’ 


Les equations (11.) donneront alors: 


utr 
ri 
tr 


— (° 


14. 


U %o 
ee 





et on aura par consequent: 





| 


D, (Yı) + D, (Y2) + RER D, (Y,) ’ 


*, telles que: 


Un U; > .... 
U; U,, .... 


U,» U; , .u.e..» 
Us 0, , oo... 


|» ®), .». 


Us U,» vv... 


u,) ’ 
U,); 


u,) ’ 
v,); 


..d,)5 


v,). 


Dly)+ Du(y:) +... Dr)» 
d(y)+ D, (Y)t-... D, (Y,); 


30 % 
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fi 24 uwtrvV% tv, Ust % 
Yyı= X zwar“ pc. Depgnmee ung ME all Mersurear ug! ] 
y=N (ir u,tv, set #e) 
15. 2° N a A de 2 
pe u + %, 
“u u y N, — (8 ? 3 u — ? 


ou c est une racine quelconque de l’equation =" —1=0. Les fonctions 
inverses N, Any »..» A, ont donc la propriete que les fonctions repre- 
sentees par les seconds membres des equations (15.) sont des racines d’une 
equation du degre v dont les coöfficiens sont des fonctions ulgebriques des 
fonctions representees par les seconds membres des equations (13.). Cette 
propriete, analogue & celle des fonctions trigonometriques et elliptiques, 
est une consequence immediate des theor&mes 5. et 8., ou plutöt ces theo- 
remes m&mes, presentes seulement sous une autre forme l’expriment. On 
peut aussi presenter ces theoremes de la maniere suivante: 


Les o-+1 equations differentielles lineaires du premier ordre 





























8-1 N > m. dx rn 4 
| + 3 he U 0, 
V(k(&)) V(R(az) V(R(a))' 
s-y-Dp—1 dr s-y-Dp1 dr gt mPrA dr 
TR nd Eh ee en . = 2 0, 
16. 3 Vera) V(R(a}))' V(R(?)) 
rede, Pe 77 Pi. 
7 ” 4 E= .eere» n Ver = 0, 
\ VRR) V(k (#7)) V(R(@))) 





entre les y variables: &,, X, »... z, ont vintegrales algebriques com- 
pletes, en etendant la definition des fonctions algehriques aux racines d'une 


Equation algebrique. 


Note relative au chapitre 2. 


Si l’on suppose, comme dans le iheoreme 13., que la fonction #'(«”) 
soit de la forme: 


1. Far) = GG +UO +2? +... 0,07, 
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en designant par a le nombre entier immediatement moindre que: 
(n"—s)(m-+-r) 
Yr n 7 





5 


en faisant de plus: 





2. Pa) = . ie F(xr) dx 
= fen 


et en soumettant cette fonetion a la condition de s’evanouir avec x, on 
aura en vertu des theoremes 13. et 15.: 
3. P’x2)+P(@)+...P(z,) - —c""(P(y)+P(y)+..P(y,)) 
"EIG |TSERALBEN ı 2 DE EREEE 
m(n ) > ERS. u da 


signant le plus grand facteur commun de m-+r et n, c etant une queleonque 
1 


des valeurs de ((1))”, &,, &5 +... x, etant des quantites arbitraires, les 
racines dans les fonctious: P(z,), P(z,),.... P(x,) etant arbitraires, 
Yıs Yar +++» Y, des fonclions rationnelles de &,, 2,, .... x, et des raci- 





u etant un nombre entier quelconque et yv= 


nes /(R(a’)), v(R(z2)), -»... v(R(z))) et les racines dans les fonctions 
P(y,), P(y2), -... P(y,) etant determindes par les racines dans les fonc- 
tions P(x,), P(z,), .... P(z,) et par la valeur de c. Pour determiner 
ces quantites on formera les fonctions suivantes: 


ae kette, te), 
fi) = ar (HH nn ee), 
RI, (b, +2’ +62” +... Burn. en 





4. Ifo- (2) = ar (Be + BED zP e- De" 24 u a erret)”) 


+g-p+g+ 
Ä 2 (p-8) (P=g) „P (p-g) 22 8 +9g-p+g) P 
f,-g (2) = (bi +" ira” r.. ER Pre’P), 
a (p-g-+H1) (p-g+1) _P — +1) 2 (p-g de EEE, 
I-s+1(€) PR ei (b; , + b, T + b? 2 L R + .... en ztR p+3 9’ 


Aa) = HS arr.. re NE ng 2 








ou g. designe le nombre entier contena dans Ja fraction {*H”), Dans 
n 


ces Equations on peut donner & & une valeur entiere positive quelconque plus 
pelite que p et a g une valeur entiere quelconque telle que u v—rg— o(m+r) 
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soit divisible par n. En ajoutant au quotient de ces deux nombres le nombre 


ste la somme sera =. 





entier que contient la fraction 


De plus il faut faire: 

Bi) = sd HH@Mav RAN)H+L av RI +. 

Fr) (AV RE), 
B,(@) = So) + VRN)H+ LEER Hr 

| 2 fl) (2 VAR), 


B.(2) = (@) + (a) (VAR) + ER) VER +... 
Fa EN REIT, 


c, etant une des valeurs imaginaires de ((1))”, una =—1,sin—?2. 
En donnant maintenant & un des coefficiens des fonetions f,(x), 

(2), (2), »».» f„-ı(7) une valeur arbitraire mais differente de zero, on 

determinera les u autres co6fficiens par les u Equations suivantes: 


Ke)+h (Va) +fi(@ı) V(Rea‘ We iieg VRe yo, 
6. Pr (2) EN v ne X ”’ v ns auee Te Ye! = 0, 


ou 





fl He RE) He) Bee +... .L. (a) Re! 0, 
en donnaut dans la premiere de ces Equations & V(Rar)) la valeur quelle 
a dans la fonction P(x,), dans la seconde & V(Rer)) celle qu’elle a dans 
la foncetion P(x,), et ainsi de suite: 

Les quantites Yı, Ya25 +++. Y, se lrouveront alors determinees par 


l’equation 7. B,(x).B;(&)....B,(«) 
M ctant une constante, et elles seront par consequent les racines de l’equa- 


tion du degre v: 
B, (a ’P as ..... B,(x) 


IP er A 





(7 — 


Les valeurs de V(Ror), a (Ya)y .... (RG) dans les fonc- 
tions P(y,), P(y;), «».. P(y,) seront determindes par les Equations suivantes: 
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f F P\\n—s. e,6: (y,) ER e-!.C; (Y,) 
vr) Ci+s-n(Yı) aa Cr4s(yı)-R (v9) ? 


n ” >> C ( ) en=s, C, (y. ) 
R pP \\rı—s —— eek Ya) —_ Re De A TE 








9. 


e as 0.0. (y, 0,0. (y, 

VAR») u ara " Ten 2 

ou k est un nombre entier positif queleonque et ou Ü,(x) designe le co@f- 
ficient de df,(x) dans la differentielle du produit B,(x).B;(z).... B,(x) 
par rapport a f,(x). Les quantites Yı, Ya, ++». y, sont absolument inde- 
pendantes des coefficiens de x” dans la fonction F(x”). En faisant done: 


2m, chr.de 
0. vd=/S rrmmene 


et en faisant: u=%, 2,1 =8, %L,n =%X5 +... 27, —=%,, lequation (3.) 

















entrainera les suivantes: 


(\ Yulaı) + Wolr) + +... Wol®,) BNP | | | 
HERRSCHT SEHR AR Kr Baal al ODE RK CAR BER R)) 


Ya) + Vila) +... Wı(la,) Dr EZ | 
1. Hy) FU) Le. En = — (Ydly)+ VD) tr Ylr)) 


— (lv) +VYlY) +. VW (Y,)) 





Ya) + Ya) +... VW, = In 
MY )tu a )t. Ve 
Il y a maintenant a remarquer qu’on a towjours v>c. Pour demontrer 
cela, nous considererons separement les trois cas: m-r—=n, mtr<n, 
m+r>n. 


Simtr=n, ma: b=n, v„=;n—-r— +1; de plus la 
plus grande valeur de « sera n—r—2. Donc parceque 5 = oa >!1: 
5 a—r—2)+1>n—r—2, ou v>or. 

Sim-+r<-n, la plus grande valeur de 5’ sera =>; sim>1, et 


Br Done sim=1: 





= 7» si m=1; 0 sera toujours plus petit que = 
A 
2 + > ame N, 
a-3(7—1) >32) 
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Mais parceue r +1 <n, r= ou <> ee r—r— au >>; done 
R-Yn—1—n>n(?—2), 


n (n—1—r—2+2)>2(a—1—r) 


ou ‚>10 
Sım>1, ona: 
2m—3>0, 


2m—3) (2 —1)a> —2(m+r), 


3n? 


mn’ — 5 —2mn+3n> — (mr), 
a 3n? 
mn’ 4 3n— > 2mn—?2m—?r, 
n(mn-+ 3—5-—n) >2([lmn—m—r). 


Mais V=<J,; et n+t+r=ou <n—1, 


done n(mn+ 2 — m—r—b') > 2(mn—m—r), 
ou n(m(an—1)— r—b'’ +2) > 2Nmn—m—r), 
>>... 

Si enfin m+r>n, on a toujous (n—?)(mn—m—r) = ou 
>n(b'—2?2). En effet, sin =2, cela est evident, 5’ etant tout au plus = n. 
Sin>?2etm=1, ona: r=n, b’=1, done (n—?)(mn—m—r) = 
ou > n(b’— 2); sin>?2et m=?2, ona: r>n—?2,doner=n, b’= 
ou <5 ‚ (nm—?2)(mm—m—r) = ou >n(2—2), done (n—2) (mn—m—-r) 
— ou >n(b'’—?2); si enfin n>?2et m= ou >3, ona 

(m—?2)n= ou >n, douc, parceque r= ou <n: 
n-n+-r= ou <mn, 
n= ou <mn—m—r. 
Mais 2’—2= ou <n—2, done: 
n(b'—?2) = ou <(n-—2)(mn—m—r). 
On a done toujours (a—?2) (mn—m—r) = ou > n(b'—2); donc 


mm—1)—r—b+?2__ 


nmm— m—r—b'+?2) = ou >2(mn—m—r) et 5 — 


ou > au ec ba 








.‚ ou yv>o. 
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Done toujours v= ou >c-+1, c'est a dire, le nombre des equa- 
tions (11.) est toujours egal a v ou plus petit que v. En faisant maintenant 
pour ahreger: 


Ya) + Wo) ++. Wola,) = u, 
Ya) +FYıle) +... Vila) = U, 


v2) + (#2) PR ai Pr R = u, 
Yu) +Y,(%:) +:.: ..W (x, )= v,> 
Ya) tue) t....Yıla,) = di; 


12. 





Weder: uyulei) 5 =v,, 

ie nombre des quantites &,, &,, .... x, sera toujours egal a celui des 
quantites %,, U, %, .... %, ou plus grand que ce nombre, et de ıneme, 
le nombre des quantites x&|, &;, -... x, sera toujours egal & celui des 
quantites ©), d%, 5»... ©, ou plus grand. On peut donc toujours supposer 
des fonctions A}, Azy »..« A, 


re 


‚ telles que: 


N (Mas las ar 00 
6 eo TE Terreen Ar 


Ss 
I 


x, = N, (% ; u), %; .... u,)> 





13. r d‘ f} N ‘ f 4 
X = A, (9% b) U, 5) ®, yıanı?' v,); 
‘ ‘ N) f} f s 
X, = N: (© ’ v, 5) ®, yo.» v,)> 
* ” . » . . r Fr . 
I, ne A, (d, 3 v, b) ®, „yoo0o» v,). 


Les equations (11.) donneront alors: 


Wi tv‘ 
t% u Yly)F+Yolr)t +: Yolyr); 


nn er 


rn NZU6 ZU En ah 216 2) I EZZEE 1629 


© ° < . “ 





14. 








rn Nee: 


et on aura par consequent 
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‘ . 4‘ 4 ‘ . 
Bi 2a X wtr% +0, ut Vs 
Yı u 1 _— om) (=) ..., _— en ’ 
4‘ ‘ “ ‘ 
— x(et%, Mt De ni 
15 I: = u\ am! amt tt mm)’ 
E . ” . ® “ * > . ® . = . r } 
‘ ‘ ‘ . 4‘ 4‘ 
u U, + ut v, Ur +0 
2 ‚\_. en ’ BEERP* 7.7 IE Zu es — en ’ 





ou € est une racine quelconque de l’equation = —1=0. Donc les fonc- 
tions inverses N, Ar, «+. A, ont la propriete que les fonctions repre- 
sentees par les seconds membres des equations (15.) sont des racines d’une 
equalion du degre v, et les coöfficiens sont des fonctions algebriques 
des fonctions representees par les seconds membres des equations (13.). 
Cette propriete est une consequence immediate des theoremes 13. et 15., 
qui peuvent aussi etre exprimees de la maniere suivante: 


Les # +1 equations differentielles lineaires du premier ordre: 


w yp— -yp—1 
NA de, nt "7 PT dis 





























' — - 4... == 0, 
i VRaI" VERS“ VER“ 
ar mrde, 1 TA de, "aha ar Pd, PN 
16. 3 vr"  VEREHI“ Van)“ 
Te, NA, A, 
VERA"  VeRay VERA)" 


entre les g variables ©,, &,, .... x, ont vintegrales algebriques com- 
pletes, en etendant la definition des fonctions algebriques aux racines d’une 
equation algebrique. 
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9. 


Ueber Reihen von Kegelschnitten in einer Ebene, 
welehe sich ın denselben vier Puneten schneiden. 


(Von Herrn Jacobi, Königl. Preufs. Lieutenant in der sechsten Artillerie-Brigade zu 
Breslau. ) 





In der „Systematischen Entwicklung der Abhängigkeit geometrischer Ge- 
stalten von einander, von Herrn Steiner” bilden die Gerade und der Strah- 
lenbüschel die Grundlage der Entwicklungen. Man sieht, dafs zwei pro- 
jectivische Geraden zwei collineare Systeme bilden, in denen die Puncte 
jedes Systems in einer Geraden liegen; eben so stellen zwei projectivi- 
sche Strahlenbüschel zwei collineare Systeme dar, in denen die Geraden 
jedes Systems durch einen und denselben Punct gehen. 

So wie nun zwei schief liegende Geraden oder Strahlenbüschel, 
welche projectivisch sind, einen Kegelschnilt erzeugen: eben so erzeugen 
zwei nicht collinear liegende collineare Systeme Reihen von Kegelschnit- 
ten, welche sich in denselben drei Puncten schneiden, oder dieselben drei 
Geraden berühren. 

Es ist kein Zweifel, dafs die Gesetze der Collineaiion und Reeci- 
procität sich allgemein nach der Methode des Herrn Steiner entwickeln 
lassen. Besonders wichtig hierbei ist, dafs diese Geometrie durch hesondre 
Lagen der Grundgebilde das Imaginäre der Analysis in ihr Gebiet zieht. 

Legt man zwei projectivische Geraden so aufeinander, dafs die Durch- 
schvitte der Parallelstrahlen sich decken, so bilden die entsprechenden 
Punctenpaare beider Geraden conjugirte Puncte der Involution. Liegen 
die Geraden ungleich liegend, so giebt es zwei Puncte: die doppelten 
Puncte der Involution, in denen entsprechende Puncte beider Geraden sich 
decken. Es giebt keine doppelten Puncte, wenn die Geraden gleichliegend 
liegen. Der Centralpunct ist der Punct, in welchem die Durchschnitte der 
Parallelstrahlen sich decken. 

Zwei projectivisch ähnliche oder gleiche Geraden bilden immer ein 
Involutionssystem, wenn sie zur Deckung gelangen. 
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$. 1. 
Je zwei entsprechende Puncite a und a’ der beiden collinearen 


Systeme M und M’ sind die Mittelpuncte projectivischer Strahlenbüschel, 
deren entsprechende Strahlen entsprechende Geraden jener Systeme sind. 
Diese Strahlenbüschel liegen schief, wenn die Systeme nicht collinear lie- 
gen, und erzeugen einen Kegelschnitt (aa’). 

In den drei Situationspuncten der nicht collinear liegenden Systeme 
decken sich entsprechende Punctenpaare; einer dieser Puncte ist stets reell; 
zwei können imaginär werden; alle drei liegen nie in einer Geraden. 

Die Situationspuncte sind die Mittelpuncte zweier concentrischen 
projectivischen Strahlenbüschel. Alle Kegelschnitte («4‘) schneiden sich 
in den drei Situationspuncten, weil leiztere stets die Durchschnitte ent- 
sprechender Strahlen sind. 

Liegen die Puncte a, 5, c, .... des einen Systems in einer Gera- 
den, so gehen alle Kegelschnitte (@«°), (55), .... durch einen bestimmten 
vierten Punct, den Durchschnitt der Geraden ad und a’b‘. 

Im Allgemeinen enthält jeder durch zwei collineare Systeme be- 
stimmte Kegelschnitt nur ein Paar entsprechende Puncte derselben, welche 
sich nicht decken, da in beiden Systemen nur entsprechende Puncte Mittel- 
puncte projectivischer Strahlenbüschel sind. 

Je zwei entsprechende Geraden « und «’ der beiden collinearen Sy- 
steme M und M’ sind in Ansehung der entsprechenden Puncte projectivisch, 
liegen im Allgemeinen schief, und erzeugen einen Kegelschnitt (« «'). 

Alle Kegelschnitte («') sind einem Dreiecke eingeschrieben, dessen 
Seiten die Situations- Axen sind, da letztere alle entsprechende Geraden in 
entsprechenden Puncten schneiden. 

Es möge noch erwähnt werden, dafs, wenn von zwei collinearen 
Systemen die Rede ist, dieselben nicht collinear liegend gedacht werden. 

$. 2. 

Zwei collineare Systeme M und M’ sind mit einem und demselben 
Systeme P reciprok verwandt. Hieraus ergiebt sich sogleich, aus den be- 
kannten gegenseitigen Beziehungen der Systeme, diejenige Verwandtschaft, 
nach welcher einer Geraden ein Kegelschnitt entspricht; alle diese Kegel- 
schnitte schneiden sich in drei festen Puncten, und allen Geraden, welche 
durch einen Punct gehen, entsprechen Kegelschnitte, welche sich in einem 
und demselben vierten Puncte schneiden. Es ergiebt sich nemlich Folgendes: 
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A. In P entsprechen: in M und M': 
Jedem Puncte In jedem System eine Gerade (Strahl). 
Allen Puncten einer Geraden Zwei projectivische Strahlenbüschel, 
welche einen Kegelsclimnitt erzeu- 
gen. 
Vier harmonischen Puncten einer Ge- Vier harmonische Punete eines Ke- 
raden gelschnitts. 
Allen Geraden, welche sich in einem Kegelschnitte, welche durch einen be- 
Puncte schneiden, stimmten vierten Punct gehen. 
Dreien bestimmten Geraden Die drei Situationspuncte. 
U. s. w. U. s. w. 
B. In P entsprechen: in M und M’: 
Jeder Geraden In jedem System ein Punct. 
Jedem Strahlenbüschel Zwei projectivische Geraden, welche 


einen Kegelschnitt erzeugen. 
Allen Strahlenbüscheln, deren Mitiel- Kegelschnitte, welche eine gemein- 


puncte in einer Geraden liegen, schaftliche vierte Tangente haben. 
Dreien bestimmten Strahlenbüscheln Die drei Situations- Axen. 
U. s. w. U. s. w. 
$. 3. 


Es mögen jetzt die Kegelschnitte, welche sich in denselben vier 
Puncten schneiden, noch aus einem andern Gesichtspunct betrachtet werden. 

Sind vier Puncte gegeben, welche allen Kegelschnitten gemeinschaft- 
lich sein sollen, so kann zu jedem fünften Puncte nur ein Kegelschnitt ge- 
funden werden. Wir stellen uns jetzt die ganze Reihe der durch vier 
Puncte, möglichen Kegelschnitte vor. Alsdann kann man drei beliebige jener 
vier Puncte als Situationspuncte und durch den vierten Punct zwei belie- 
bige Geraden als entsprechende Geraden zweier collinearen Systeme anneh- 
men. Dies ist möglich, weil durch diese vier Geraden beider Systeme und 
das Entsprechen derselben, die collinearen Systeme bestimmt sind. Die 
durch den vierten Punct gehenden Geraden schneiden jeden Kegelschnitt 
in. entsprechenden Puncten beider Systeme. Man kann nun ferner alle 
Puncte eines Kegelschnitts als entsprechende Puncte einer Reihe von col- 
linearen Systemen ansehen. Alle diese Systeme haben dieselben drei Si- 
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tuationspuncte, und alle übrigen Puncte jedes Systems liegen in einer Ge- 
raden, welche durch den gemeinschaftlichen vierten Punct der Kegelschnitte 
geht. Alle diese Geraden sind unter sich projectivisch und liegen schief. 

Diese Betrachtungen führen unmittelbar zu einer Reihe von Sätzen. 

1. Schneiden sich vier Kegelschnitte in denselben vier Puncten, und 
legi man durch einen dieser Puncte zwei Geraden, welche jene Kegel- 
schnitfe schneiden, so sind die Doppelverhältnisse aus den Entfernungen 
der entsprechenden Durchschnittspuncte in beiden Geraden gleich. 

Diese beiden Geraden schneiden die Seiten desjenigen Dreiecks, 
welches die andern drei gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der Kegel- 
schnitte bilden, in entsprechenden Puncten. 

2. Ist einem Kegelschnitte ein Dreieck eingeschrieben, und zieht man 
durch einen Punct des ersten zwei Gerade, welche die drei Seiten des 
Dreiecks und den Kegelschnitt schneiden, so erhält man in jeder Geraden 
vier Puncte, und die Doppelverhältnisse aus den Entfernungen dieser vier 
Puncte in beiden Geraden sind einander gleich. 

Hierin liegt offenbar die Construction eines Kegelschnitts aus fünf 
gegebenen Puncten. Man beachte dabei nur, dafs die in einer Seite des 
Dreiecks liegenden Puncte beider Geraden entsprechende Puncte sind. 

3. Ist einem Kegelschnitie ein Dreieck eingeschrieben, und drehen 
sich zwei Gerade, welche sich stets im Kegelschnitte schneiden, um zwei 
feste Puncte einer Seite des Dreiecks, so sind die Doppelverhältnisse aus 
den Entfernungen der jedesmaligen Durchschnittspuncte dieser Geraden mit 
dem Kegelschnitte von den beiden andern Seiten des Dreiecks, constant; 
und zwar gleich dem Doppelverhältnisse aus den Eintfernungen der beiden 
festen Puncte von jenen Seiten des Dreiecks. 

4. Ist einem Kegelschnitte ein Viereck eingeschrieben, so ist das 
Doppelverhältnifs aus den Entfernungen jedes Punctes des Kegelschnitts 
von den vier Seiten des Vierecks, constant. 

Diesen Beziehungen liegen die metrischen Relationen collinearer 
Systeme zum Grunde. 

5. Schneiden sich eine Reihe von Kegelschnitten in denselben vier 
Puncten, und zieht man durch einen dieser Puncte zwei Geraden, welche 
jene Kegelschnitte schneiden, so berühren diese Geraden und alle durch 
sie bestimmten Sehnen der Kegelschnitte einen und denselben Kegelschnitt. 
Die drei Situations- Axen sind ebenfalls Tangenten des Kegelschnitis. 
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6. Sind zwei Dreiecke einem Kegelschnitte eingeschrieben, so be- 
rühren die Seiten dieser Dreiecke einen neuen Kegelschnitt. 

7. Die Eckpuncte zweier einem Kegelschnitte umschriebenen Dreiecke 
liegen in einem Kegelschnitt. Oder: 

8. Je vier Tangenten eines Kegelschnitts werden von jeder fünften 
Tangente projectivisch geschnitten. 


$. 4. 


Bei den hier angestellten Betrachtungen wird die Ansicht zum Grunde 
gelegt, dals zwei oder mehrere Kegelschnitte, welche in einem Puncte eine 
einfache oder höhere Osculation haben, an dieser Stelle zwei oder mehrere 
nächst anliegende Puncte gemein haben. 

Haben eine Reihe von Kegelschuitten zwei Puncte gemeinschaftlich, 
und berühren sie sich in einem und demselben dritten Puncte, so sind diese 
drei Puncte die Situationspuncte collinearer Systeme. Je zwei durch den 
Berührungspunct gehende Geraden liegen perspectivisch und werden von 
der gemeinschaftlichen Sehne aller Kegelschnitte in entsprechenden Puncten 
geschnitten. 

9. Berühren sich eine Reihe von Kegelschnitten in einem Puncte, und 
schneiden sie sich in zwei andern Puncten, so gehen alle von zwei durch 
den Berührungspunct gezogenen Geraden bestimmten Sehnen der Kegel- 
schnitte durch einen Punct der gemeinschaftlichen Sehne. 

Bei einer Reihe von Kegelschnitten, welche sich in denselben bei- 
den Puncten berühren, sind die beiden Tangenten in diesen Puncten und 
die gemeinschaftliche Sehne die drei Situations-Axen. Legt man durch 
einen Berührungspunct zwei beliebige Geradeu, so liegen dieselben per- 
spectivisch und werden von der Tangente im andere Berührungspuncte in 
entsprechenden Puncten geschnitten. 

10. Wenn eine Reihe von Kegelschnitten sich in denselben beiden 
Puncten berühren, und man zieht durch einen Berührungspunct zwei die 
Kegelschnitte schneidende Geraden, so gehen alle durch diese Geraden 
bestimmten Sehnen der Kegelschuitte durch einen Punct der Tangente im 
zweiten Berührungspuncte. Aus der im Aufange angeführten Bemerkung 
folgt zunächst: 

11. Wenn eine Reihe von Kegelschnitten sich in denselben beiden 
Puncten berühren, und man zieht durch einen Berührungspunct eine die 
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Kegelschnitte schneidende Gerade, so gehen alle Tangenten der Kegel- 
schnitte, deren Berührungspuncte in dieser Geraden liegen, durch einen 
Punct der gemeinschaftlichen Tangente im zweiten Berührungspuncte. 

Zieht man durch jeden der beiden Berührungspuncte einer Reihe 
von Kegelschnitten eine Gerade, so bestimmen alle Tangenten derselben, 
deren Berührungspuncte in diesen Geraden liegen, mit den beiden gemein- 
schaftlichen Tangenten aller Kegelschnitte die diesen letztern umschriebenen 
Vierecke. Diese Vierecke haben zwei gegenüberliegende Ecken und zwei 
gegenüberliegende Seiten gemeinsehaftlich. Die Eigenschaft der den Ke- 
gelschnitten umschriebenen Viereceke giebt Folgendes. 

12. Wenn eine Reihe von Kegelschnitten sich in denselben beiden 
Puncten berühren, und man legt durch diese beiden Puucte zwei Geraden, 
welche die Kegelschnitte schneiden, so schneiden sich die durch letztere 
Geraden bestimmten Sehnen derselben in einem Puncte der gemeinschaft- 
lichen Sehne aller Kegelschnitte. 

Wenn eine Reihe von Kegelschnitten sich in einem Puncte drei- 
punctig osculiren und in einem zweiten Puncte schneiden, so enthält die- 
ser letztere Punct einen und der Osculationspunct zwei Situationspuncte, 
und es folgt daraus, dafs | 

13. Bei einer Reihe von Kegelschnitten, weiche sich in einem Puncte 
dreipunctig osculiren und in einem zweiten Puncte schneiden, alle durch 
zwei dureh den ÖOsculationspunct gezogene Geraden bestimmten Sehnen 
der Kegelsehnitte durch einen Punet der gemeinschaftlichen Sehne aller 
Kegelschnitte gehen. 

14. Zieht man durch den Oseulationspunct einer Reihe sich in dem- 
selben Puncte vierpunctig osculirenden Kegelschnitte zwei dieselben schnei- 
dende Geraden, so gehen die hierdurch bestimmten Sehnen der Kegel- 
schnitte durch einen Punct der gemeinschaftlichen Tangente im Oscula- 


tionspunct. 
Die hier angeführten Sätze, so wie die an dieselben sich knüpfen- 


den Constructionen, sind in den „Analytisch- geometrischen Entwicklungen 
von Herrn Plücker, Band I. $. 8.” enthalten. 

Es liefsen sich hier noch viele Sätze aufstellen. Die hier gegebe- 
nen Beziehungen zeigen, in wie fern solche zwei Kegelschnitte als colli- 
neare und collinear-liegende Systeme angesehn werden können. 
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$. 5. 


Bringen wir die in $. 3. aufgestellten Reihen von collinearen Sy- 
stemen mit einem reciproken Systeme in Verbindung, so sehen wir, dafs 
in :selbigem allen Puncten eines Kegelschnitts eine einzige Gerade ent- 
spricht. Die allen ‚Kegelschnitten entsprechenden Geraden schneiden sich 
in einem und demselben Puncie, weil alle Puncte eines Systems in einer 
Geraden liegen. 

15. Sind eine Reihe von Kegelschnitten einem Vierecke umschrie- 
ben, so gehen die Polaren jedes beliebigen Punctes dieser Kegelschnitte 
durch einen und denselben Punct, und alle Puncte eines Kegelschnitis ha- 
ben eine einzige Polare. 

Aus den metrischen Relationen reciproker Systeme ergiebt sich, 
dafs jede die Kegelschnitte schneidende Transversale zwei sich deckende 
projectivische Geraden enthält; und zwar sind die in einem Kegelschnitte 
liegenden Puncte entsprechende Puncte. Je zwei solcher Puncte enihal- 
ten zwei Paare entsprechenden Puncte der Geraden; welches der allge- 
meine Character der Involution ist. 

16. Eine Reihe von Kegelschnitten, welche einem Viereck um- 
schrieben sind, werden von jeder beliebigen Transversale in Puncten ge- 
schnitten, welche ein Involutionssystem bilden. Die in einem Kegelschnitt 
liegenden Puncte sind conjugirte Puncte. 

Jedes Seitenpaar des Vierecks, d.h., je zwei Gerade, welche die 
vier Puncte desselben verbinden, kann als ein Kegelschnitt angesehen wer- 
den, und es ergeben sich hieraus mehrere bekannte Sätze. 

Zwei sich deckende projectivisch ähnliche oder gleiche Geraden 
bilden immer ein Involutionssystem. Diese Bemerkung führt zu folgenden 
Beziehungen. 

17. Schneiden sich drei Kegelschnitte in denselben vier Puncten, und 
werden dieselben von einer Transversale so geschnitten, dafs die in letz- 
ierer sich deckenden Geraden projectivisch ähnlich sind, so schneiden je 
drei andre Kegelschnitte, welche durch dieselben vier Puncte gehen, diese 
Trausversale ebenfalls ähnlich. 

18. Werden zwei einem Vierecke umschriebene Kegelschnitte von 
einer Transversale so geschnitten, dafs die Abschnitte derselben zwischeu 
heiden Kegelschnitten gleich sind, so bestelit diese Gleichheit der Abschuitte 
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in derselben Transversale auch für je zwei andre dem Wiereske umschrie- 
benen Kegelschnitte. 

In diesem letztern Falle decken sich alle Mittelpuncte der Entfer- 
nungen conjugirter Puncte. Dies kann noch besonders aus folgenden all- 
gemeinen Gleichungen der Involution bewiesen werden, in welchen 5 und d’ 
conjugirte Puncte, und ß der Halbirungspunet von 5’ ist, u. s. w.; nemlich: 


mb.mb’.öu = md.md'.Pu, 
mb.mb'.eu = me.me'.PBu, 
md.md'.eu = me.me'.du, 


wenn man Bu = 0 setzt. 
Berührt eine Transversale einen Kegelschnitt, so ist dieser Berüh- 
rungspunet ein doppelter Punct. Die doppelten Puncte sind immer paar- 


weise vorhanden. 
19. Durch vier Puncte lassen sich im Allgemeinen zwei Kegelschnitte 


legen, welche eine gegebene Gerade berühren. 

Die Theorie der Involution giebt ferner ein Mittel an die "Hand, zu 
entscheiden, ob dureh vier Puncte ein Kegelschnitt gelegt werden kann, 
der eine gegebene Gerade berührt. Man verlängere nemlich die drei Sei- 
tenpaare des Vierecks, bis sie die Gerade schneiden. Diese sechs Puncte 
bilden ein Involutionssystem. Liegen die in der Geraden sich deckenden 
projectivisehen Geraden ungleichliegend, so giebt es zwei doppelte Puncte 
und es sind zwei Kegelschnitte möglich; liegen jene Geraden aber gleich- 
liegend, so ist im Allgemeinen kein Kegelschnitt möglich. Im letztern 
Falle mufs man noch untersuchen, ob die Geraden ähnlich sind, d. h. ob 
der Centralpunet in unendlicher Entfernung liegt. Sind die Geraden gleich 
und gleichliegend, so ist nur ein Kegelschnitt möglich, und dieser ist eine 
Hyperbel. 

Aus der Betrachtung der doppelten Puncte folgt noch unmittelbar 
Nachstehendes. 

20. Ist ein Viereck einem Kegelschnitte eingeschrieben , und zieht 
man durch einen aufserhalb des letztern liegenden Durchschnitt eines Sei- 
tenpaares des Vierecks eine Tangente an denselben, so schneidet diese 
Tangente jedes andre Seitenpaar in Bezug auf die doppelien Puncte 
harmonisch. 

Dieser Satz führt zu der bekannten Construetion einer Tangente 
eines Kegeischnittes. 
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21. Ist eine Reihe von Kegelschnitten einem Vierecke umschrie- 
ben, und legt man von dem Durchschnitt eines Seitenpaares des letztern 
Tangenten an dieselben, so liegen sämmtliche Berührungspunete dieser 
Tangenten in einer Geraden, welche die beiden andern Durchschnitte der 
Seitenpaare jenes Vierecks verbindet. 


$. 6. 

Man kann, wenn in einer Ebene vier Puncte gegeben sind, drei 
dieser Puncte als Situationspuncte und durch den vierten Punct eine be- 
liebige Gerade als Collineations- Axe eines der collinearen Systeme anneh- 
men. In den Collineations-Axen sind die unendlich entfernten Puncte 


entsprechende Puncte der Systeme. Eine Hyperbel, welche durch jene 
vier Puncte und den unendlich entfernten Punct jener Collineations - Axe 


geht, bestimmt die Collineations- Axe des zweiten Systems. 


22. Durch jede vier Puncte einer Ebene lassen sich unzählig viele 
Hyperbeln legen. 

Die Asymptoten berühren die Hyperbeln in den unendlich entfernten 
Puncten. In einer Transversale, deren Puncte ein Involutionssystem bil- 
den, giebt es nur dann unendlich entfernte doppelte Puncte, wenn die in 
derselben sich deckenden Geraden projectivisch äbnlich oder gleich sind. 

23. In jedem beliebigen Viereck kann nach jeder gegebenen Rich- 
tung eine Transversale gezogen werden, welche die Seitenpaare des Vier- 
ecks in entsprechenden Puncten a und a’, 5 und 5b’, c und c‘ schneidet, so 
dafs im Allgemeinen 

SE 

"u u 5 A 
ist. Diese Transversale ist die Asymptote einer Hyperbel, welche durch 
die vier Puncte des Vierecks geht. 

Jede einer Asymptote parallele Transversale schneidet die Hyperbel 
im Centralpuncte der Involution. 

Es ist also jede Hyperbel durch vier Puncte und die Richtung einer 
ihrer Asymptoten gegeben, und es findet sich ein fünfter Punct als Central- 
punct der Involution dieser Richtung. 

Rückt eine Transversale parallel mit sich selbst fort und schneidet 


die sechs Seiten eines gegebenen Vierecks, so beschreibt der Centralpunct 
32 * 
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der Involution dieser Transversale eine Hyperbel, welche jenem Viereck 
umschrieben ist. 

Zwei collineare Systeme sind vollständig bestimmt, wenn die drei 
Situationspuncte (oder Situations- Axen) und eine Collineations- Axe ge- 
geben sind und der Punct bestimmt wird, in welchem die Collineations- 
Axen beider Systeme sich schneiden sollen. 


9. 7 


Die vier Puncte einer Ebene können zwei von einander wesentlich 
verschiedene gegenseitige Lagen haben, nemlich: 

1) Ein Punct liegt innerhalb des von den drei andern Puncten gebilde- 
ten Dreiecks. Ein solches Viereck werde durch A bezeichnet. 

2) Jeder Punct liegt aufserhalb des von den drei andern Puncten ge- 
bildeten Dreiecks. Dieses Viereck heilse BD. 

In einem Viereck A liegen die Durchschnitte der Seitenpaare des- 
selben in den Seiten des von den äufsern Puncten gebildeten Dreiecks, 
Jeder Kegelsehnitt, welcher dem Viereck umschrieben ist, wird von einer 
Seite des eingeschriebenen Dreiecks geschnitten (unter eingeschriebenes 
Dreieck dasjenige verstanden, dessen Eckpuncte die Durchschnitte der 
Seitenpaare sind). Die beiden Durchschnitte des Kegelschnitts mit dieser 
Seite sind zwei zugeordnete harınonische Puncte zu den beiden in der- 
selben Seite liegenden Eckpuncten des Dreiecks. Die Lage der harmoni- 
schen Puncte in einer Geraden zeigt, dafs kein Kegelschnitt dem Vierecke 
umschrieben werden kann, so dafs alle drei Durchschnitte der Seitenpaare 
desselben innerhalb dieses Kegelschnittes liegen. Zieht man nun von dem 
aufserhalb des Kegelschnitts liegenden Durchschnitt eines Seitenpaares 
Tangenten an denselben, so sieht man, dafs die vier Puncte des Vierecks 
auf verschiedenen Seiten der Tangenten liegen. Hieraus folgt sogleich 
Nachstehendes. 

24. Um ein Viereck A lassen sich nur Hyperbeln beschreiben. 

Jede beliebige vier Puncte einer Parabel bilden nothwendig ein 
Viereck B. Es lassen sich aber auch um dieses Viereck beliebig viele 
Hyperbeln legen. Eine unendlich entfernte Transversale schneidet diese 
Hyperbeln in Puncten, welche ein Involutionssystem bilden. Diese Traus- 
versale berührt die Parabel, und in dem Berührungspuncte liegt ein dop- 
pelter Punct der Involution; letztere sind aber immer paarweise vorhanden. 
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25. Durch jede vier Puncte einer Parabel läfst sich eine zweite Pa- 
rabel beschreiben. 

Hieraus folgern wir, da über die vier in einer Parabel gegebenen 
Puncte keine weitere Bestimmung gemacht werden kann, dafs sich 

26. Um ein Viereck B zwei, aber auch nur zwei Parabeln le- 
gen lassen. 

Durch die Seiten eines Vierecks B und die beiden um dasselbe 
beschriebenen Parabeln wird die Ebene in mehrere Theile zerlegt. Be- 
trachten wir nun einen fünften Punet, so kann derselbe folgende La- 
gen haben: 

t) Innerhalb des Vierecks; 
2) In den Räumen der Scheitelwinkel des gegebenen Vierecks. 

In beiden Lagen lassen sich durch die fünf Puncte nur Hyperbeln 
legen, weil vier dieser Puncte stets ein Vierek A bilden. 

3) Der fünfte Punct liegt innerhalb beider Parabeln, aber aufserhalb des 

Vierecks. | 

4) Der fünfte Punct liegt aufserhalb beider Parabeln, aber nicht in den 

Räumen der Scheitelwinkel des Vierecks. 

In beiden Fällen ist durch diese fünf Puncte nur eine Hyperbel 
möglich. Man lege durch den fünften Punet eine Transversale und he- 
stimme in derselben den conjugirten Punct dieses fünften Punctes, welcher 
in demselben Kegelschnitte liegt. Giebt man der Transversale durch jenen 
Punet beliebige Lagen, so sieht man, wie die Räume 3) und 4) miteinan- 
der correspondiren. Die Räume 4) erstrecken sich ins Unendliche; es wird 
also auch der conjugirte Punct des gegebenen fünften Punctes durch un- 
endliche Punete gehen, wenn die Transversale sich um den gegebenen 
Punct dreht. Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel. 

In den Fällen 1) und 2) liegen die Puncte der Hyperbel ebenfalls 
in beiden Räumen 1) und 2). 

5) Der fünfte Punct liegt innerhalb der einen und aufserhalb der an- 
dern Parabel. 

Läfst man eine Transversale um diesen fünften Punct sich drehen, so 
sieht man, dafs sein conjugirter Punct in den durch den Fall 5) gegebenen 
vier Räumen fortrückt. Alle diese conjugirten Puncte liegen aber noth- 
wendig in endlicher Entfernung, da es in diesen Räumen nur zwei un- 
endlich entfernte Puncte giebt, welche aber in den Parabeln selbst liegen. 
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27. Um ein Viereck B lassen sich Hyperbeln, Ellipsen und zwei 
Parabeln beschreiben. Alle Puncte der Ellipsen liegen innerhalb einer und 
auferhalb der andern Parabel. Alle Puncte der Hyperbeln liegen innerhalh 
oder aufserhalb beider Parabeln. 

Aus den aufgestellten Sätzen folgt, dafs, wenn eine Transversale 
sich nach einer von zwei bestimmten Richtungen parallel fortbewegt und 
ein Viereck B schneidet, der Centralpunct der Involution in beiden Fäl- 
len eine Parabel beschreibt. 

Es möge hier abgebrochen werden. Es ist leicht zu sehen, dafs 
noch eine grofse Reihe von Sätzen und Constructionen entwickelt werden 
könnten und dafs die Verwandtschaft der Collineation selbst noch einige 
neue Entwicklungen gestatten würde. 

Die aufgestellten Sätze und Benennungen sind aus allgemein be- 
kannten Werken entlehnt. 

Breslau, den 19. August 1841. 
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10. 


Propositiones quaedam de integralibus funetionum 
algebraicarum unius variabılis, e prineipiis 
Abelianis derivatae. 

(Auctore Ferd, Minding, phil. Doctore.) 





Caput IL 
Evolutio formulae summatoriae generalis. 





Forma integralium de quibus hie acturi sumus haec est: fi F(z,y)&x, in 
qua F designat functionem rationalem argumentorum x et y, quorum alte- 
rum y repraesentat radicem aliquam aequalionis algebraicae 


. pmy’+my"”" tReRy "tt. tpAytm=0 


in qua Po» Pıy Pay «+.» P,„ indicant functiones rationales integras argu- 
menti z. Formulam summationi generali huiusmodi integralium inservientem 
secundum principia Abeliana exhibuit cl. Jürgensen in huius diarii tomo 19, 
pag. 113; verumtamen quo facilius intelligantur eae disquisitiones, quibus 
hae pagellae proprie dicatae sunt, noluimus hoc loco summationem illam 
omittere. Neque etiam, ut antea factum est, co@fficientem primum p, unitati 
aequalem supponere placuit; licet enim aequatio proposita adhibita substitu- 
tione %,y= 2% in aliam transformetur, quae co@fficientem primum = 1 ha- 
beat, tamen transformata 2’ +pP,2""+ mp 2""+....+9.p}"=0 propter 
coefficientes divisibiles per diversas polynomii p, potestates characterem 
quendam particularem induit, quem in praesenti quaestione non sine pondere 
esse invenimus. 
Ponatur aequatio priori similis sequens: 


2. NT te tete tm rt 0, 


in qua 9,5 923 935 «++. Q, iterum sint polynomia integra secundum x or- 
dinata, quorum tamen coöfficientes tanquam indeterminati atque variabiles 
specientur. Denotemus litteris y,, Ya, »... y„ singulas radices aequatio- 
nis (1.), quarum unaquavis y, ad libitum assumta, brevitatis causa ponatur 
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aggregatum 
3. or + A ru +9, Y’+ RR! + 9.,Yır 9. Zorn ve, y;) 
sive brevius etiam = /,. (Quibus ex aggregatis si formetur productum 


4. fe = PT’: VW dran 
constat fx esse functionem rationalem integram argumenti x, nec non formula 
s. fe=0 
exliberi aequationem finalem genuinam quae ex eliminatione argumenti y 
inter aequationes (1. et 2.) prodire debet. (Qua de re, si placet, conferri 
potest articulus 6. tomi 22. huius diarii.) Gradum polynomii fx littera 1, 
radices aequationis (5.) litteris &,, &25 X35 ++... x, designabimus. 


Differentiando aequationem (5.) obtinemus 
6. ferörH+ife 0, 
qua in formula f’= repraesentat functionem derivatam secundum x, d autem 
differentiale secundum cee£fficientes variahiles polynomiorum g,, 25 +». ++ In: 
Erit igitur 


. Yen tert + 


Praeterea aequatio (4.) suppeditat hanc: 
a. 3 ‚dy, 1 dv, Er ° 


fd vd "u, dg want ro dag’ 





; i ., dw, va 
unde fit, adhibita formula (3.), quum sit de, =yı* 


n—k yr , 


‚eis p., 








df _— f® DEP +...+ 
Y Y3 Yn 


da, .. -: 
quae formula valet pro singulis valoribus 1, 2, 3, .... 2 indicis A. In for- 
mulis (7. et 8.) quanlitas x prorsus est arbitraria; si vero sub specie x 
intelligimus radicem aligquam aequationis (5.), tunc unum certe aggregato- 
um Wı, Way >»... '%, evanescit, quod si sit W,, obtinetur ex aequatione ($.) 


9, df f: x yık a ER - ai 


Fr 7 3 mm 
quae aequatio valet pro singulis A, puta A=1, k=2, .... k=n, unde fluit 
df ee df af df 


A n—1 
" I 2» dgqs nf dqs PR PIE Saas da 
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His e formulis petenda est determinatio eius radicis y quae ad radicem da- 
(am aequationis (5.) pertinet perque illam rationaliter exprimitur. Quam ra- 
dicem y, radici x associalam brevitatis causa interdum nuncupare placet. 
Quibus posilis ex aequationibus (7. et 9.) obtinemus 


10. = lyrg+rgt.. +y8g,,+04) = en. 


Designetur schemate F(,y)=A,+A, 9,1, +4,P? +... + A, pn yi! 
data functio rationalis integra argumentorum x et p,Yy,, cuius coöfficien- 
tes Ay, A,, .... sine polynomia data integra secundum x; sit porro c 
quantitas constans; his positis stalim patet, si x repraesentet radicem 
aequationis (5.), y, aufem radicem aequationis (1.) huie' x associalam, ex 


aequationibus (6. et 10.) obtineri hanc: f’x.dx = —[#. O%;, qua factore 


4 











u) utrinque multiplicata evenit: 
—F(2,7,).00 __ F(x,y,).fx 
11. Eee Ip. 


Jam vero si 7 desiguat unumquemque indicum 1, 2, 3,....n aı diver- 


sum, habetur Cr — 0 ideoque etiam 
1 





f« F(&,yı) 
| 12: O= u tER, Ir. 
Unde per summationem colligitur 


—F(z,y,)0& __ fx pe RENNEN, 1. +2 Bu 


c—x  e—x.f'x 7 Y, 











sive brevius 
—F(x, I) = Or 


C—E c—x.f'x 








13. siquidem 
ul I (x, Yı)dy, F(z,y,) day, F(x,yn)dw, 
& rei Y r v; Bi ST. 
Antequam ulterius progrediamur, demonstrandum est functionem dx esse in- 








tegram; quae demonstratio ita absolvitur. Constat functionem ud vv >= 
u 


PT" Wr Ware. Wn.0%Vı, quae est symmetrica respectu radicum y, Ya; -. A 
aaa posse secundum potestates radicis y,, facileque eier hanc 
funetionem, quam per 7, paulisper designare placet, necessario hanc in for- 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hit. 3. 33 
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mam redigi posse: 

T, = 9, +0 Per FO, PEN Fer np" 
Po 
in qua O5, OL, :... Q,, sunt functiones integrae argumenti x, ne- 
que omnes simul per 9, divisibiles. Manifesto euim funciio T,, si secun- 
dum potestates argumenti p,y, evolvitur, alium divisorem quam qui sit 
potestas polynomii p,, contrahere non potest. His admissis dico functio- 
nem T, esse integram secundum x et 9, Yı, Sive esse A == 0 Designe- 
mus enim summam p'(y!-+-y}4+...+ y}) littera S,;, quae. manifesto re- 
praesentat functionem rationalem integram argumentorum Pu, Pız v*+» Pr» 
Quo pacto cum sit fe —= T +T,+....+T,, siquidem 7, designat 
eam funclionem in quam transit T,, si loco signi y, substituitur y,, et sic 


de celeris; oktinetur 
of = 





R) 








0,+9,8, +99, +:...+ On=ı Sn 
Ps 
lam vero dfx est funclio integra, ideoque in fractione proposita aut A\=0 
aut numerator per aliguam potestatem ipsius ?, divisibilis. Sed polynomio- 
rum S,, 8%, 2... 8,_, nullum per p, est divisible; praeterea unum saltem 
polynomiorum Q,, Qi, +++» Q,-ı per 9, non est divisibile; unde patet nu- 
meratorem continere unum saltem terminum per p, non divisibilem, ideoque 
ipsum per p, divisibilem non esse; est igitur A = 0, atque 
T, =D + Q, Po yYıt O,P; Yt.o.t 0 ._,Pi" u 

Unde eolligitur functionem dx = F(z,y,). T, +F(z,y:).T;,+.... esse in- 
tegram, ut diximus. 

Aequatio (13.) valet pro singulis radicibus aequationis fe=0, si- 
quidem y, radicem aequationis (1.) illi x associatam repraesentat. Qua con- 
ditione recte observata indices distinguendae radici associatae inservientes, 
qualis est A, brevitalis causa supprimere licebit. Quo pacto iam omnes 4 
aequationes quas po = 2, , 2=D,,....2=z, aequatio (13.) reprae- 
sentat, in summam colligendo obtinemus: 


Pa, Nor S 0x 
c-x 07 c1—.f’r 











14. —z 





‚ . 0x “rn . ai 
Summatio aggregali 2. ra: secundum principia nota perficitur. Divi- 


datur enim polynomium integrum dx per polynomium fx, atque sit dx — 
Ox.fz+Ar, ideoque residuum divisionis Ax gradus inferioris quam fx; 
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iam erit, si x radicem aliquam aequationis fx = 0 repraesenlat, de=Ax, 


.. Ax 


. X 
ideoque 3 e — 2 - Hance autem summam constat esse 
c—x.f'x c—x.f'x 

















= Ge unde fit 3 - wir = Te, quoniam Ac=dc— Oc.fec. 
Invenimus igitur 
F(x,y).dx ai 
= °— 6 = 06; 


qua in formula Qc repraesentat partem integram functionis E . Haec pars 
commodius ita repraesentari potest: Si signo [P=I, 1) denotatur co@fficiens 


potestatis =" in evolutione functionis ®x secundum potestas descendentes 
argumenti x instituta, habetur 





Sit enim 


0 2; 7 PER) EM 
7 = ha + Az iL...+4 — PH 
ideoque pars integra Ox = A,2"+4,_,2""+....+4,. Multiplicando 


aequationem enge serie 





1 er 
X—C 2% 4t 5 tee ten 
obtinetur evolutio ir 
0. u u ı. u 0: 
J = (,_”,% '+0,..% ee tt re 





(2 —c) fx 
in qua manifeio CL, = A," + A, c""+...+A, = 0c, g.e.d. Est 
igitur 
F(x,y).dx er |? Los 
x— ec FE fx & N 








15. 2 


Hac in aequatione substituantur F}x=.F(x,y) et F,x.6.x loco priorum 
F(x,y) et 9x, designante F,x functionem integram, ita ut etiamnum dx 
sit functio rationalis integra argumenti x, quae eadem prorsus aequatione (13.) 
ut ante exhibetur, siquidem in hac formula F(x,y) in siguificatione nunc 
demum introducta accipitur; quo pacto evenit e (15.) 

F, x.F(x,y) —_ Fı c.dc__ ne] 


—c me Fe x—c.fx 





16. 2 





() 


33 * 
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Ponamus primum F,c=0, sive polynomium F,x divisible kinomio 
2 —c, atque FR 2 =(2—ec).F,x; manifesto fit: 


ZF,x.F(z,y),. oc = — ze . 
) 
Sit Dr—= (2 —c) (2 —6;)....(2—c,), atque ®,x aliud polynomium inte- 
grum, ponamusque radices aequationis PDx=0, puta ©, C2, »... €, OMnes 
inter se esse diversas; habetur secundum notas regulas 
Po X N Pofı Po: Por 
—— ı T u a .... 
px Pe pe, (@—c,) Tr pe, (x 65) ;/ * perl —er) ? 
ubi F,x partem integram fractionis propositae repraesentat; unde protinus 
colligitur 

















17. s pr. Fis,y).dx 
9X 
—_ $oCı Ge, Po6, ei Be ‚0er er [2°2:9=] 

p'cı Fe Tg u. RT "fe yx.fx 
Ad absolvendam = RE est esse 

de _ Fi,y,\dy, F(e,y,)dw, F(e, yn) din 

Mi. 1 7 vs; KR Yn f 
siquidem ce loco argumenti x in valore functionis 9x substituitur, quo facto 
etiam Yıy Yay +++. Y„ manifesto in funetiones quantitatis c transeunt. Unde 
fit NR peracta 


ge = F(oy,) log, + Fey.) logi. +... + Fo y.) logV.. 


Hinc denique evenit formula quaesita summatoria haec: 
zu 


Pokfi» Fai,y) 5 Bf zer Por der PoF 2] 
2 ft TS Fr Ip S Fa 


ml pi 








2 














e) 
x) 
in qua x; radicem aequationis fx = 0, y radicem aequationis (1.) priori 
associalam designat. 


p%.Flx 


F'orma - I) censeri potest exprimere quamvis functionem ra- 





tionalem argumentorum x et y; data enim quacunque huiusmodi functione 
constat radicem algebraicam y e denominatore semper tolli posse. Praeterea 
casus radicum aequalium aequationis Px= 0 etiam in formula praecedenti 
contineri censendus est, quippe quae, si e.gr. ,=c,, ambigua quidem nec 
tamen falsa evadat, regulisque notis ad speciem indeterminatam $ pertinen- 
tibus recte adhibitis facile ad valorem determinatum revocetur. 
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In casu particulari aequationis binorum terminorum 9,y”+ pP. =, 
quem capite 3. seorsim considerabimus, non necessarium est, functionem 
F(x,y) e terminis formae A,p,y*‘ compositam concipere, sed suflicit ab- 
jecto factore p,, terminos formae A, y* considerare, in quibus A,, ut ante, 
polynomium quodcunqgue datum integrum designat. Scilicet si ponatur £’(#, y) 
— A,y, ubi k e serie 1, 2, 3, ....n2—1, fit e (13.) 

dr = A{T-YY+T.y+..- +T.r}}h 


T, = 9 +9, myı +... +0 _n "yet sp, 
ut supra. Iam perpendendo hoc in casu esse p y+y! +... +r'}=S,=0, 
siquidem integer A per n non est divisibilis, statim obtinetur: 
I: = 40, m Int tet) AOL P 
Cum vero k sit e serie 1, 2, .... 2—1, ideoque na—k— 1 non negati- 
vus, sequitur 02 esse functionum integram per pP, divisibilem. Habemus 
igitur hoc in casu, loco formulae (17.), si ponamus F(x,y)=y‘, 


ubi 














Vor-yiz _ $PoCı Ge, poCr dcr por 6x 
10. ZEN on = ci, Ar... +. [9 Telıy 
kg kö 
ubi dx = fx 5 n +..+ = est polynomium integrum per p, di- 


visible. 





Caput IL. 


De numero mimimo integralium ad quae numerus datus eiusmodi 
integralium reduci potest. 





In praecedenti integratione radices aequationis (5.) (fx = 0) tan- 
quam funcliones coöfficientium variabilium in polynomis @&, 9, »+-- 9, 
contentorum spectatae sunt. Vice versa etiam hi coöfficientes considerari 
possunt tanquam functiones totidem radicum datarum aequationis fx = 0. 
Sit »» numerus omnium horum coöfficientium, excepto uno quem ex arbitrio 
(ex. gr. si placet = 1) accipere licet; deinde sint z,, &,, .... 2, m quan- 
titates arbitrariae, tum coefficientes polynomiorum 9,, 42, +»... 9, ita deter- 
minari possunt ut sit f(2,)= 0, f(2)=0, .... f(z,)=0. Quem in finem 
sufficit hos eoöfficientes determinare ex m aequationibus linearibus formae 
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19. yYtey te. tn=0 sive brevius Y(z,y) = 0, 
siquidem x repraesentat unamquamque quantitatum &,5 25 Kyy ver. &, 
atque y radicem aequationis (1.) illi x associatanı, quam ceteroquin pro qua- 
vis quantitatum independentium &,, &%25 »+.. x. inter radices Yı, Yas +++ Ya 
ex arbitrio eligere seu tanquam datam considerare licet, pro reliquis autem 
radicibus aequationis fr =0 non licet. 

Coefficientibus polynomiorum 4,5 923 «++. 9 dicto modo ope data- 

rum m radicum determinatis, restant a —m radices aequationis fx —= 0, puta 
Lmzis mp2 7 + Xu, Quae tanquam functiones priorum »n radicum spectan- 
dae sunt. Hae u— m radices continentur aequatione gradus u—m, puta hac: 





20. [x u 


(—2,) 2 —8X,):... (Ri Lm) 

Jam demonstrabimus gradum huius aequationis semper ad valorem fixum 
sive ab m omnino independentem revocari posse, quem infra assignabimus. 
Sed necessarium est antea quasdam notiones ad resolutionem aequalionem 
litteralium pertinentes vel stabilire vel in memoriam revocare. 

Ponamus singulas radices aequationis (1.) evolvi secundum potestates 
descendentes variabilis x; tunce exponens altissimae potestatis huius varia- 
bilis in sequentibus nobis dicetur gradus radicis ad quam evolutio pertinet. 

Hi gradus, qui etiam fracti vel negativi esse possunt, facile inve- 
niuntur. Repraesentante k.x” terminum altissimum evolutionis propositae ra- 
dieis y, constat gradum y huius radieis obtineri per comparationem graduum 
singulorum terminorum aequationis (1.), quos sequens tabula exhibet, in qua 
gradus polynomiorum 9,, 92, »++. Signo haud inusitato Ö repraeseniantur: 


A. nyv+öp, R—1)v+ip, nd tim, 0, (M—Dvtöp -.... 
v-Föp.-ı, OPr- 

Valores quaesiti quantitatis y ii erunt, pro quibus duo huius tabulae 
termini inter se aequales evadant atque reliquis omnibus non minores. Üt 
hos valores nanciscamur, formemus differentias inter terminum primum ac sin- 
gulos reliquos terminos tabulae (A.), quae constituunt tabulam sequentem puta 


B. öp+v— dp, In + — pr, ».., Ip + W— IP; +... Ip tnv —üp,. 
Sit v=v, maximus numerus pro quo unus (vel fortasse plures simul) 


terminorum tabulae (3.) evanescant, ita ut sumto v >v, omnes termini ta- 
bulae (B.) sint positiv. Tunc pro v=y, termini non evanescentes omnes 


erunt positivi. 
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Pertineat terminus evanescens ad indicem != n,, ita ut sit nv, = 
0p,,—0p,; si vero plures termini simul evanescunt, considerandus est is 
qui mazxıımo valori indicis 2 respondet, ita ut n, hunc maximum inter illos 
indices designet. Quibus positis patet esse (siquidem siguo > aequalita- 
tem excludi, signo I includi intelligitur ) 


nv, > (n—I)u, +dm—öp, pro 1=1,2%,3,....0,—1; 
nv, = (n—n)v +0p,,—0p; nv > (n—T),+0p—dp, pro 
!=n-+1,n +2 ....n. 

Iam numerus y, manifesto repraesentat gradum communem nonnulla- 
rum radicum aequationis (1.), quarum numerus est n,. Ulteriorem harum 
radicum determinationem non moramur; observemus tanutum esse n,), —= 
0P,,— Po; igitur n,y, est integer, etiam si y, est fractus. 


Numero v inde a v, ulterius decrescente, necessario pervenimus ad 
gradum v, priore proxime minorem, ad quem pertineant n, radices, atque 
erit 0,1, = 0P,,4n„ —0Pn,- Sie pergendo (nam ulteriori explicatione hoc 
loco supersederi posse censemus) omnes n radices in quasdam classes di- 
stribuemus, quarum prima continebit n, radices gradus y,, secunda 2, radices 
gradus v,, .... ultima denique (2) n, radices gradus y,. Gradus v,, v,, ».. 
... Y, inter se diversos supponimus et quidem secundum magniltudinem se 
excipientes ita ut sit v, > u > 1% > .... > 9-1 > 9. Manilesto erit 
nn +nr+n,+.. +9, =n, necnon av, +0, +...+n, v0, =0p,—0p%: 
Numeri v,5 Yay Y35 +»... Ommes fracti esse possunt; sed producta n,V,, 
Ny7V25 «++. N,Y, Mumeros inlegros semper constituunt. 


In sequentibus % terminos tabulae (A.) ad indices =0, !/=n,, 
i=n,-+n,, .... denique 2=n—.n, pertinentes a reliquis (abulae terminis 


distinguere juvabit. Hos igitur % terminos principales, reliquos intermedios 


vocabimus. 


Exemplum. In hoc exemplo polynomium integrum gradus » deno- 
tabimus signo (x”). Proposita sit aequatio 
HE + HEÄF HN HEN) te = 0. 
Tum tabula (A.) constat terminis sequentibus: 
ev, 5vy+3, 4v+2l, 3v+2, 248, 9476, 10. 
Hine tel, n=3; ne, , =3; „e—6, n,=1. Termini prin- 
cipales sunt 7v, 4v+-11, v+16. 
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Denique observamus in sequentibus numerorum integrorum 2, et n,v, 
divisorem integrum communem maximum positive acceptum designatum iri 
littera f;5 ac generaliter littera f, divisorem communem integrum maximum 
positivum numerorum integrorum 9, et N, V;» 

His praeparatis statim proponimus sequens Theorema: 

Numerus „—m variabilium „415 Xm+25 +... X, quae e dato numero 
m variabilium independentium ope aequationis (20.) determinantur, semper 
reduci potest ad valorem sequentem a dato numero arbitrario m omnino in- 
dependentiem eumque minimum, quem per 7 designare placet ; puta 


21. B— m =T 


(2,1) (nv, N) +f,—1 





| 


(n—1)n,v, — 











2 
u. (n—n,—1) nV, — (n,—1)(n, et E= u... 
4 (n—N,—n; —Nı—1) n,.Y — m—U) eh Lime, + .... 
Hau, Fr en PT La). 


Demonstratio. Designando gradus polynomiorum 9, , 923 +++ + 9, lit- 
ieris ÖQ15 OQ25 +++ 0g,„, numerus co6fficientium variabilium in his polyno- 
miis contentorum est d&, + +9; + .... +59, +n—1= m. Quaeruntur 
relationes quae inter singulos gradus ög,, 042, -.».- 0q,„ intercedere debent 
ut differentia a —m fiat quam minima. Ouem in finem consideremus unum 
quodceunque aggregatorum %,, Ya, »... Y,, puta hoc 

ven +17” +:....+9, 
Gradum radieis y, designabimus simpliciter littera v; gradum aggregati Y, 
signo Ob, repraesentabimus. Sit % aliquis e numeris 1, 2, 3,.... 225 tunc 
erit ög9,+(n— k)v gradus termini g,.y’”*, ae manifesto 


22. IV Zdn+n—k)v. 

Distribuamus aggregata %,, Ya, »... W,, e quibus produetum fx 
conflatum est, in A classes secundum gradus radicum ad singula aggregata 
pertinenfium. Manifesto omnia aggregata in eadem classe contenta, i.e. ad 
radices aequalis gradus pertinentia, aequalis erunt gradus; nam quum co£f- 
ficientes polynomiorum @, , 923 +... 9, omnes tanquam indeterminati spectandi 
sint, termini altissimi, si in eodem aggregato plures fortasse (puta aequalis 
inter se gradus reliquisque terminis omnibus maioris) adsunt, se inyicem 














#S 
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destruere nequeunt. Primam classem formabunt aggregata %, , Way ++++ Wı» 
ad radices Yı, Ya> ***+ Yn, Perlinentia quae omnes sunt gradus v,; gradum 
communem horum aggregatorum signo dy(v,) denotabimus. Similiter d% (v,) 


erit gradus communis n, aggregatorum +19 Ynı423 +++ Yan, ad radices 
Yartıs Yraıt23 °*** Ynı+n, gradus v, pertinentium; et s.p. Hinc fit gradus 


producli fx, puta u, 
23. = np +ndYyW)tHndYl) +... +n,dylv,). 
Sit e unus ex indieibus 1, 2, 3, .... 4; habetur secundum (22.) d% (v,) > 


dx +(n—k)v,, siquidem % est unus quicunque e numeris 1, 2, 3, .... 2. 
Itaque si sumatur A =n, +9 +9; +...+2,-1+1, erit 


öd (v,) > Öq, ı tr trat tn, +1 + (n —n, — N —on —nN,-ı —1) v. ° 


Hac in formula ponatur deinceps oe=1, o=2, ....g=4h; unde fit 


Ivy Zi ta), vr Sin nuta—m N), .... 
öıy > mn, ++ (9 —1) ER 


Harum formularum primam ab utraque parte multiplicemus factore n,, se- 
cundam factore 7, , .... atque ponamus brevitatis causa: 


24. E=(n—1)dp rd +(n—1)nv +n,8g,,, rn —1)0,v,+ ... 

En RM N 1), +: 

..t N, Aa-n, + + (n,—1)n, vr» 
Quo facto stalim, comparando aequationem (23.), colligimus: 
> E. 

Igitur numerus E exprimit limitem gradu % certe non superiorem; sed de- 
monstrari potest, 1 semper re vera usque ad hunc limitem deprini posse, 
Queni in finem sequentes valores proponimus: 


25. 0 InıHı = ot NV; Ö nıtna+ = art Nn,1, = og +nv, +n,v, 
Bd aaa zus og +nvt+%v+n;V, es. p., denique 
On, +ı = sd, tn vs +9 +....+ 27,9%: 
Haec determinatio solos spectat terminos 91, Gnız19 Onıtnetı 9 Ynıknatnstis » 
«++ Gn_n,+ı QU0S terminos pröncipales aggregaiv=gqy""+ny""+...4+ 9. 
nuncupabimus, quorumque electio manifesto pendet e terminis quos supra dixi- 
mus principalibus tabulae (A.). Beliquorum (intermediorum) terminorum ag- 


gregati ) determinationem in posterum differimus, 
Crelle’s Journal d.M. Bd. XXIII, Hft. 3. 34 
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Ad demonstrandam propositionem in formulis (25.) contentam, considere- 
mus aggregatum e solis terminis principalibus aggregati / (v,) conflatum, puta: 


n,—1i 


D(v,) = 4 . En Irı+1 „ Allltae + Inıtna+i Ask p re + Inn, +1 Y RR 
lam dico gradum Ö D(v,) huius aggregati e formulis (25.) fieri: 


26. O0) = nenne a —l)%, 
Es og, +n,v,+...+ N,—ı vv FR — N —ee—n,., —1)V, = g. 
Nam generaliter terminus (k +1)" aggregati P(v,) est “ER ya 
ubi compendii causa introduximus signum: 
venta tn tern; 
unde erit gradus huius termini quem littera g denotabimus, quum gradus ra- 
dieis g sit v,, sive dy=»,, 
y= nt u—1)V, = ln tn mV; +... +2, + a—w—1)v,. 
Demonstrandum est hunc valorem ipsius g valore ipsius g’, quem for- 
mula (26.) exhibet, non superiorem esse, sive esse pro quovis valore ipsius 
k e serie 1, 2, 3, .... A, 
I<ZI: 
Quod ita probatur: 
Primum patet si k+1=g, esse g=g‘. Deinde siest k <o—1, 
habemus 
FI Fr te tee FR Ar trat +0,-)V, 
sive 
Y—I = NH (dr — v,) + Nrr2 (Yipa — V,) +..4+ N,—ı (1 —V,); 
qui valor manifesto est positivus, quum 7%,4,5 7425 +++» 72, OmMnes sint integri 
positivi, nec non differentiae Ya —V,y +++» V,_ı—V, omnes sint positivae, 
quia A-+1<{p, ideoque vor > VYrp2 > +0 > Vo. 
Postremo si k>o—1, fit 
I—9 = (N, +N,4H +... Ft), —R,V —Rotı Vor — er — NY SIVE 
g- gm N,+1 (v, rg V.+1) + N.+2 (Vo—Vo+2) + og + 7x (V, Rn Yr)» 
igitur iterum g’—g >0; q. e.d. 
Hine colligitur, valore 9’ (form. 26.) exhiberi gradum quem aggrega- 
tum ®(v,) e suppositione formularum (25.) nancisecitur. 
Comparando valorem inventum gradus aggregati ®(v,) formulae (24.) 
obtinemus: 


E = (n—1)dp +20 u +30, +... +7,00V,. 
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Est autem 
fe = u= (n—ı)p trndyv Frdyr +... +n,ddv,; 
insuperque patei esse 
dv, 3 0Py,. 


Iam ut revera, uti diximus, gradus 4 usque ad limitem E deprima- 
tur, manifesto excludenda est hypothesis: 


dyv, > 0Pv,, 
27. öw, = op»,. 


Igitur gradibus terminorum intermediorum aggregati Y(v,), quos hu- 
cusque indeterminatos reliquimus, tribuendi sunt valores maximi qui salva 
conditione (27.) admitti possint. Itaque debet esse (cf. form. 26.) 

dv, = dp, = gm tR— u —1)), 


(ubi ut supra , +. +... +72, = u,-.). 
Consideremus primum terminos aggregali Y, hoc in schemate con- 


nie —/ . . 
tentos: 9%, +ı- y" er”, siquidem numero Z omnes valores 1, 2, 3, .... N, 
deinceps tribuuntur. Cum sit döy=v,, gradus horum terminorum exprimun- 
tur formula: 


sive efficiendam est 


gu. +n—u,—1)v; 
unde obtinemus conditionem primam, quae requiritur ut fiat dyv, = ÖP»,; 
puta hanc: 
Our +(n—u,,—!)v, < Out +n— u‘—1)v, 
sıve 
28. Out Z gu, FÜ—D% pro = 1,2,3,....2,. 

Denotemus signo |{| numerum integrum (positivum vel negativun) 
data quantitate / proxime minorem, sive ipsum £ si £ est integer, ita ut sit 
i—1<|t|<t; ex. gr. |-3]=—3. His positis conditioni primae (28.) 
manifesto satisfacimus ponendo 

29. Öu,.4 — Our +/@—Dv|,; (pro ?=1,2,3,....n, 

Sed haec conditio terminos tantum inter q,, „+ et 9. +1 intermedios ag- 
gregali Y(v,) amplectitur; igitur restat ut etiam reliqui termini aggregati Wv, 
in considerationem vocentur. Ac primum quidem observandum est, formu- 
lis (25. et 29.) gradus omnium polynomiorum 9, 423 955 +++» 9n , Sive ad 
terminos principales sive ad intermedios pertineant, complete determinari 


(gradu Ög, manifesto indeterminato manente), siquidem in formula (29.) in- 
34 * 
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dici g omnes valores e serie 1, 2, 3, ..... % deinceps tribuuntur. Ita fit 
posito o=1 e (29.) 
ogı = on +Id—1) | pro E_ 1, 2, Ig 00. 23 


0, =sqnt+tlu, 95 = dm+|2v|, »--- emp 
Mauifesto gradus dg, satis elevalus eligi semper potest ac debet, ut reli- 
quorum terminorum 92, G35 «»++ 9, gradus omnes positivi vel etiam = 0, 
evadant, quoniam negativi esse non possunt. 

Igitur ut demonstratio nostra absolvatur, probandum est, valores for- 
mulae (29.) (qui certe sunt pro singulis og maximi admissibiles ut jam osten- 
sum est) conditioni (27.) revera satisfacere. 

Consideremus unum quodcungue aggregatorum %, puta ‘h(v,), de- 
signante k numerum quemlibet e serie 1, 2, 3, .... 4 Huius aggregati 
terminus generalis est 


n=u__ ,—1 


Guy a en tn tm te hno, 
ut ante, g autem est e serie 1, 2, 3, .... Ah; Te serie 1, 2, 3, 2... 0,5 
denique dy = v;. Igitur gradus huius termini est 
.- gr +R—w,—1)v 
sive secundum formulas (25. et 29.) 
galt tan tee tn Vet Du| + Ru, —L)v. 

Est vero 
Id == tm tn te tn tun —1)V (cf. form. 26.). 
Quibus valoribus inter se comparatis, facile colligitur esse —I9Z0. 

Primum si o=k, fit ’—g = (!—1)», — |(!—1)v;| manifesto >». 

Secundo loco sit eo <A; tunc fit 


g—9 =n» +34 Vor tert N_ı %-1—(Nn,+ N,41t ++.» + N;_ı)Yx 
— d—1)y — Id—1)v,|, 


sive 


vel quoniam (—1)v, > |—1)»,|, fit 

—JI > N, — tr Hu) ter tal) FÜ) u — v,) 
sive 

92,1) Hr Yu) tee + la — N). 

Est autem 2,—1>0, ideogue ,—!+1>0; w—1,>0 qua o<k, 
omnesque reliqui termini manifesto sunt positivi; unde ’—g>0. 
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Tertio loco si e>k, fit 
y—9 = (m tMmnt--+ N.) — (My + Rp dıpı tr + R,-ı Vo-1) 
+ du — |d—Dvl; 
sive quoniam d—1),> Id—Nv,|; 
II > nV) FR) FÜ 9) 
quae summa omnes terminos positivos habet atque manifesto perducit ad 
conelusionem g’—g>>0. 

Hine colligitur gradus terminorum intermediorum, quos formula (29.) 
sistit, re vera admissibiles esse, atque omnino formulis (25. et 29.) polyno- 
miorum 925 933 Ga5 +++ 9. gradus (gradu polynomii g, arbitrario manente) 
ita determinari, ut simul gradus 1 aequationis fx = 0 ad limitem E depri- 
matur, quem formula (24.) exprimit, numerusque »n coöffieientium in his po- 
Iynomiis contentorum quam fieri potest maximus evadat, ita ut denique dif- 
ferentia a— m valorem minimum nanciscatur. Sed hunc valorem differentiae 
» — m multo concinnius repraesentare possumus, quam immediata singulorum 
terminorum agglomeratione fieret. 


En ont +... Fig, +n—1, 
nec non secundum praecedentia d, = dq+ ||, dıg =dqn+|?vl; --»- 
0, lg +m—1.v|, Il trd, dan lg tv]; et s.p-, 
unde 
Ian ı—1 Iena—1 len, -1 
m—=ndg + z Yu] +R209.,41.+ 2 lv] +2: 09.404 + z Iv|+..- 
In, —ı 4 


nt z lv] +2 —1. 


Combinando hunc valorem cum valore ipsius u quem supra =E (cf. 
form. 24.) invenimus, obtinemus valorem quaesitum 


znı—l iona—l 


2 vl + Ran, —1)n., — z lv] +... 
Ian, —1 
+ (2, —1)n, v„+ = [Zv,| +n—1) (dp —1). 
Summationes in praecedenti aequatione indicatae facile absolvuntur. 
Ponamus enim !.v, = |!.v|+r, erit r=0 si !y, est integer, si vero nume- 
rus /y, fractus est, erit r fractio positiva unitate minor, ut e definitione 
signi |/v,| sponte patet. Hine prodit (,—!)v, = nv, — |Iu|—r 
2 —|iv|—1+1—r, ideoque, quia »,v, est integer: |(m—2)v| 
a —|iv|—1 si r non est =0; sivero r—=0, | —D)u|= (m —!)v. 


1 
30. u— nm =r=(n—1)n,v — 


N 
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Hine ft |v|+ Im —Dv|=nrv—1 si 2v, est numerus fractus, 
vl + I —!)v| = amıvi si /v, est integer. 
Denotando, ut iam supra diximus, littera f} divisorem communem maxi- 
mum positivum numerorum integrorum 2, et 2,v,, facile intelligitur in serie 


numerorum Y,, 215 3Yj5 »... (2,—1)v, Inveniri sequentes integros, puta: 


n,v 2n,v In,V —1)n,v 
Ei A 2 u, ur N r —- quorum numerus est /—1; re- 
1 1 ı u 





ligquos autem terminos seriei v,, 2Vi5 3Vi5 »++.+ (2, —1)y, integros esse non 
posse. Quibus perpensis ex aequationibus praecedentibus colligitur 


In, —1 


2 I) + Im — Du} = (m — N) a —) + —1 
= (nl) nv 1) + —1 


sıve 
zırı— 


1 
si. 2, = vYl= (nn Ya —D)+rfh—1. 


Eodem modo fit 


1 3 ] (n,—1)(n, »—-D+f,—1 
Abe 4 | 


His valoribus in formula (30.) substitutis, evenit formula supra proposita (21.). 








e. Sp. 


Ita demonstratum est theorema generalissimum de numero integralium 





F(x,y)d& ie . w 
formae F | 2 ‚ ad quem numerus datus arbitrarius eiusmodi integralium 


semper reduci potest. Hic numerus a sola natura eius aequationis alge- 
hraicae pendet, quae radicem y determinat. 


Corollarium. Si omnes radices aequationis (1.) eodem gradu gau- 
dent, quem per v designabimus, fit 2,=n, v, = v, nv numerus integer 
— dp, — Ip, ji =f> factori comm. max. pos. integro numerorum 2 et nv, 
n,=0, nn =0, ...%.=0, y=0; unde obtinemus 


Tr = (n—1)nv— und 1 un u bei +(r—1)(&p —1) 








5 Tem (r—1)dp + Be DEN, 


Huic valori exacte respondet is, quem casu magis restricto aequationis 
y"—= R, in quo 6% —=0, ny=ÖR, primus exhibuit cl. Broch in huius 
diarii vol. 20, p. 187. 
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Caput IIE 
Applicatio theorematum praecedentium ad aequationem inter binos 
terminos 9,y"+Pp,= 0. 





Haec aequatio nobis scribetur: Py"=R, ubi P et R designant po- 
Iynomia integra prorsus generaliter concipienda. Profieiscamur a formula 
in fine capitis primi exhibita (18.) puta hac: 

Be, Be, pr ge, 0 c; PoX SE], 








Bus yk 
Ann p'c, fe, Igor fer ya fa 





(+) 


quae valet pro aequatione binorum terminorum ut 1.c. ostendimus. Ibi etiam 


Kö 
nn B= Be. esse divisibile 
per R, sive esse doxe=Ax.R, siquidem Ax polynomium integrum signifi- 


cat. Hinc sequitur, si sumatur divisor Dx—= ER, quo pacto &,, &, 65, »: 
. €, repraesentabunt radices aequationis R= 0, fieri necessario dc, = 0, 
0 =0, .... dc,=0. ÜUnde aequatio (33.) transit in hanc: 


monstravimus polynomium integrum dx = fx 


stEr0e = [re], 


sive etiam, quia R Br 


Yr dr 


4 zu. = —-[% ze] 





0) 

Sint eg et = gradus polynomiorum R et P, unde gradus communis ra- 
dicum y erit = >, sit porro y gradus polynomi ®,x. Generaliter gra- 
dus quotientis er est —=0, nec unquam hunc valorem superare potest, idem- 


1 
A Ö 
que valet de reliquis similibus; hine fit gradus = r: u 2 + 


 , ko— . FE Ren 
hie: u) ; denique gradus fractionis in aequatione aa uncis inclusae 


obtinetur =y- +9, Qui gradus si est < —1, erit: 





E. 08 0. 


3 2% pP ya = 


Haeec igitur aequatio subsistet, si y<o—1— »e= „r) 


‚ qua e conditione 


maximus valor quem numerus y admittit invenitur y’= 0—2— Fe] . 
n 
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Aequatio fx = 0, cuius radices satisfaciunt aequationi differentiali (35.), 
a coöfficientibus polynomii ®,x prorsus vacua est, ideoque, ut in huiusmodi 
casu primus animadverlit cl. Jacobi (tomo 9. pag. 394 huius diarii), satis- 
facit numero y+ 1 aequationum differentialium simultanearum inter « quan- 
titates mir %yy +... &,, puta sequentibus: 


Pa Bor = ui. Dor=, >> Pr=0, E Sp =0, 





ubi y valorem maximum admissibilem repraesentat qui est = 0—2— r mi : 


Qui valor si negativus evadit, manifesto reiiciendus est, neque tunc aequa- 


tio ulla formae propositae subsistit; observandum tamen, numerum y = 


h . . E ” 
0p—2— en infra limitem —1 descendere non posse, sive numerum 


y-+1 aut positivum esse aut = (0), nunquam autem negativum. Hinc patet, 
humerum omnium aequationum differentialium simultanearum in schemate (36.) 
pro diversis valoribus A= 1,2, 3,....2—1 contentarum esse 


=(y-H) = 3-1 tem) 


Fan a1) Fee -dtf=t 


ubi f est factor communis integer max. pos. numerorum n et o—r. In- 
venimus igitur systema aequationum differentialium, quarum numerus est 


: _ a-NDe+rzr—-1)-f+1 
— 5 \ 








= 7, 





quo in systemate occurrunt u quantitates variabiles, puta radices &,, #3, ...» 
... x, aequationis fx = 0, quarum igitur a— Tr’ tanquam independentes 
speciandae sunt, reliquae 7’ autem his ipsis 7‘ aequationibus determinantur. 

Altera ex parte datis m=u—Tr radieibus aequationis fr= 0, re- 
liquae r radices prioribus complete determinantur. Quarum numerus e for- 
mula (32.), in qua dp =7, ny=g—7, invenitur 


EN a1) + LEE IH ” m Ef lud 








sive est r=[7r'. 
Hunc consensum attentione dignissimum primus animadvertit cl. Abel 
in cası 2= ?; invenit enim numerum aequalionum simultanearum formae (36.) 


ereZ Sa u et” 





esse = 


-— 1, prout numerus g-+7 sit impar vel par; 
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eundem autem esse numerum minimum radicum aequationis fx =0, quae 
reliquis e radicibus algebraice determinentur. Conferaniur quae exstant in 


huius diarii tomo 3., pag. 321. et sequente. 


Aequalitas valorum 7 et r’ facile explicatur secundum ea quae cl. 
Jacobi 1. l. pro casu n = 2 proposuit. Scilicet si inter v = m-+-r ra- 
dices 2,5 X, » +.» &%, hae zur Em429 °** + Km; Quarum numerus 7, 
tanquam constantes, reliquae &,, #5, ».+. X, tanquam variabiles consi- 
derantur, systema 7 aequationum differentialium simultanearum inter m» va- 
riabiles &,, &2, «+++ %„, Quarum numerus ad minimum = r-+ 1 accipien- 
dus est, habet r integralia completa, quae in aequatione gradus 7, puta 


[z . . . . 
= 0 continentur, cuius radices quantitatum constan- 
s—%, .S——K0, u: 9 Im 


tium arbitrariarum vice funguntur. 
Exempli causa consideremus aequationem y*=R, in qua R sit gradus 4, 
siveg=4; unde gradus radicis y==1. Erit praeterea #=0, n=4, unde 


f=4 7=3; porro y+l=e—1— vn 3-9 =3—%; unde 


n 
fity+1=23,1,0 pro k=1,2,3. Quare proponimus secundum schema (36.) 
aequationes differentiales has inter m variabiles, in quibus y breviter radi- 
cem argumento x; associatam designat: 








og —m 0X; dx; 

= I — 0 ı [4 Ba ı 2 O. 
izı Y° . = g” 0, 2 y’ 

Scilicet suppositio = 1 dat duas aequationes, suppositio k=2 dat 


unam, k=3 nullam. Huic aequationum differentialium systemati respondet 


aequatio finita haec 











fx — 
(X) (X — X.) +... (0 Em) 
in qua secundum praecedentia, posito ,=9,Yyı+9,.y}i+9,y,+9,., e 
s. p., habetur fx = Yı-W.-W%.%,. Gradus polynomii g, arbitrarius est 
— dg,, reliqui autem sun 6, =dq, +1, dg =dqa+?, du =dqn+3, 
unde gradus polynomii fx sive a —=40q, +12; numerus coöfficientium ar- 
bitrariorum in 9, 92, 9%, 9, contentorum est m = 40, +9; hinc aequa- 
tionis propositae gradus fit „—m= 3, ut debei. 

Similiter proposita aequatione „= R, in qua R sit quarti gradus, 
obtinetur e schemate (36.) systema aequationum differentialium hoc (in quo, 
ut ante, y ubique radicem argumento x; associatam designat), pula: 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hit. 3. 35 
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em An. m a En ’ 
3 no, Tao) Fra a, 
=ı / ii Y mi 7 


cuius tria integralia completa algebraica continentur aequatione terlii gra- 
dus, quae secundum praecedentia facile evolvitur. 


Ita ea ratio explicandi theorematis Abeliani, qua pro a2 usus est 
cl. Jacobi, ad quemvis valorem exponentis n extendi visa est, sive signi- 
ficatio theorematis Abekan: reduci ad exhibitionem aequationun algebraica- 
rum, quae systemati tolidem aequationum inter integralia proposita transcen- 
dentia, partem algebraico-logarithmicam nullam continentium ideoque in suo 
genere simplicissimarum, aequivaleant. 


Berolini, m. Dec. a. 1841. 
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11. 


Ueber einige stereometrische Sätze. 
(Vom Herrn Prof. Dr. Steiner zu Berlin. ) 


(Auszug aus einer am 14. Februar 1842 in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin gehaltenen 
Vorlesung.) 





Die nachstehenden Sätze haben die Berechnung solcher Körper zum Ge- 
genstande, welche von zwei parallelen Grundflächen und von Seitenflächen 
die Dreiecke, Paralleltrapeze, windschiefe oder überhaupt geradlinige krumme 
Flächen sind, begrenzt werden. Hierbei ging mein Bestreben vornehmlich 
dahin, für die Berechnung möglichst bequeme Formeln zu finden und die- 
selben elementarisch und einfach zu beweisen. 


S. 1. 


Fundamentalsuatz. 


„Ist die Grundfläche einer vierseitigen Pyramide ABCDE ein 
Paralleltrapez ABCD, ist nämlich AD# BC, und wird die Pyramide 
durch eine Ebene EF'G, welche durch ihre Spitze E und durch die Mit- 
ten F, @ der nicht parallelen Seiten AB, CD der Grundfläche geht, ge- 
schnitten, so sind die aus den Ecken A, B, CE, D auf diese Ebene ygefäll- 
ien Perpendikel gleich und der Inhalt der Pyramide ist gleich vier Drittel 
von dem Producte aus dem Durchschnitts- Dreieck EFG in eines der 
Perpendikel” Und: 

„Wenn eine der beiden parallelen Seiten der Grundfläche ver- 
schwindet, z. B. wenn BC = 0 wird, und somit die Pyramide in eine 
dreiseitige übergeht, so bleibt auch für diese der Satz bestehen. 

Dieser Satz ist elementarisch und sehr leicht zu beweisen. 


$. I. 

Man denke sich nun ein solches Polyeder K, welches von zwei 
parallelen Vielecken A, B, als Grundflächen, und von Seitenflächen s, s,, 
25 .... begrenzt wird, welche Paralleltrapeze, oder theils Dreiecke sind. 
Die Höhe des Körpers sei A=2%. Die Durckschnitts- Figur, in welcher 


der Körper von der Ebene, die den Grundflächen parallel und in der Mitte 
35 * 











276 11. Steiner, über einige stereometrische Sätze, 


zwischen denselben liegt, geschnitten wird, heifse ©. In dieser Ebene, 
z. B. innerhalb des Vielecks C', nehme man einen beliebigen Punct P au 
und betrachte ihn als gemeinschaftliche Spitze von Pyramiden, welche die 
verschiedenen Flächen des Körpers X zu Grundflächen haben, und welche 
also zusammen diesen Körper ausmachen. Die Pyramiden über den Sei- 
tenflächen s, $,, $, -».. sind alle von der Art, wie die im obigen Fun- 
damentalsatze; jede wird von der genannten Ebene in einem Dreieck 
geschnitten (das dem obigen Dreiecke EFG entspricht) und alle diese 
Dreiecke bilden zusammen das Vieleck C, so dafs also die Summe der 
Pyramiden, infolge des Ftundamentalsatzes, =#AC ist. Die Inhalte der 
Pyramiden über den Grundflächen A und B sind 42A, ıhB. Demnach 
hat man für den Inhalt des Körpers K folgenden Ausdruck 
1. K=}4hA+B+AC) = 4H(A+B-+AC). 

Das heifst: 

„Der Inhalt des Körpers K ist ein Sechstel von einem Prisma 
von gleicher Höhe H und über einer Grundfläche, welche so grofs ist, 
als die beiden Grundflächen A, B und die vierfache mittlere Durchschnitts- 
Figur C zusammengenommen.’ 


$. II. 


In jeder Seitenfläche s liegen drei entsprechende und parallele Sei- 
ten a, db, c der drei Vielecke A, B, C, und es ist immer ?c=a+5; 
diese Gleichung findet auch in dem Falle statt, wo die Seitenfläche ein 
Dreieck und also entweder =0 oder 5=0 ist. Daher ist auch, wenn 
man die Umfänge der Vielecke A, B, € durch (A), (B), (C') bezeichnet, 

2. 2(0)=(M+(B), 
das heifst: 

„Der doppelte Umfang des mittlern Durchschnitts ist der Summe 
der Umfänge beider Grundflächen gleich. 


$. IV. 


Wird die Grundfläche B in ihrer Ebene um irgend einen festen 
Punct um 180° herumgedreht, so wird jede Seite 5 derselben wieder mit 
der nämlichen Seite « der festen Grundfläche A parallel, mit welcher sie 
zuvor parallel war; und werden sodann die nämlichen Ecken von A und 
B, wie anfänglich, durch Gerade (oder Kanten) verbunden, so entsteht ein 
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Körper K,, dessen Seitenflächen o, o,, 02; .... einander durchkreuzen, 
so dafs an die Stelle der früheren Paralleltrapeze, jetzt sogenannte über- 
schlagene Paralleltrapeze treten, und dafs der Körper aus verschiedenen 
Theilen besteht, welche theils positiv, theils negativ zu nehmen sind *). 
Heifst für diesen Fall die mittlere Durchschnitts-Figur C, und ihre zu 4 
und 5 gehörige Seite c,, so ist jetzt 2c, = «a—b, wo also c, sowohl ne- 
gativ als positiv sein kann; eben so der Inhatt der Figur C,. Aufserdem 
hat man analogerweise, wie oben: 
3. K, = 4H(A+B-+40), 

d. h.: „Auch dieser Körper K, ist ein Sechstel von einem Prisma von 
gleicher Höhe und über einer Grundfläche, welche so grofs ist, als seine 
beiden Grundflächen und der vierfache mittlere Durchschnitt; und der 
Umfang dieses Durchschnitts ist der halben Differenz zwischen den Um- 
füngen beider Grundflächen gleich.” 


u W 

Da die Seiten (wie a, 5b, c, c,) der Vielecke A, B, C, C, respec- 
tive parallel sind, so haben diese beziehlich gleiche Winkel (einzelne Sei- 
ten der Grundflächen A, B sind Null, wofern unter den Seitenflächen der 
Körper X, K, sich Dreiecke befinden); und da ferner zwischen den ent- 
sprechenden Seiten die Gleichungen 2c =«a+b und 2. =a—b statt- 
finden, so folgt aus einer bekannten Formel — nach welcher der Inhalt 
eines nEcks durch n—1 Seite und die von denselben gebildeten Win- 
kel ausgedrückt wird — für die Inhalte der vier Vielecke nachstehende 


Gleichung: 
| u 5. A+B=2C0+2C, 


d.h. die Summe der Grundflächen ist doppelt so grofs, als die Summe 
der mittlern Durchschnitts- Figuren beider Körper. 

Dadurch verwandeln sieh die obigen Ausdrücke (1. und 3.) für die 
Inhalte der beiden Körper X, K, in folgende: 





*) Sind z.B. beide Grundflächen A, B Vierecke, so besteht der Körper im All- 
gemeinen aus drei Theilen, aus zwei schiefabgeschnittenen dreiseitigen Pyramiden, die 
über den Grundflächen A, B liegen und sie zu Seitenflächen haben, und aus einer 
dazwischen liegenden, dureh die vier Seitenflächen o, 0,, 0,, 0, gebildeten dreisei- 
tigen en und daun sind jene beiden als positiv und diese letztere als negativ 
anzusehen. 
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6. K = HCÜ+1C), 
7. Kı,= HıC+C). 





Das heifst: 

„Jeder der beiden Körper ist gleich einem Prisma von gleicher 
Höhe und über einer Grundfläche, welche so grofs ist, als seine mittlere 
Durchschnitts- Figur und ein Drittel der mittieren Durchschnitts- Figur 
des andern Körpers.’ 

Die Formel (6.) stimmt mit derjenigen überein, welche Herr Koppe 
in Bd. 18. S. 275 d. Journ. aufgestellt und mitielst der Integral- Rechnung 


bewiesen hat *). 
Ss. VI 


Läfst man die Grundflächen A und B, durch Vermehrung ihrer Sei- 
tenzahl, in Curven übergehen, so gehen auch die mittlern Durchschnitte C, 
C, in Curven und die Seitenflächen der Körper gelien in bestimmte ab- 
wickelbare krumme Flächen S, S, über; nämlich jede dieser Flächen ist 
die Enveloppe einer Ebene, die auf beiden Curven A, B zugleich rollt. 
Da die bis dahin aufgestellten Formeln (1. bis 7.) für diesen Grenzfall offen- 
har gleicherweise gültig sind, so hat man folgende Sätze: 

1°. „Wenn ein Körper K oder K, von parallelen Grundflächen A 
und B, welche beliebige Curven sind, und von einer krummen abwickel- 
baren Seitenfläche S oder 8, begrenzt wird, so ist der Umfang seines 
mittlern Durchschnitts C oder C, gerade halb so grofs, als die Summe 
oder die Differenz der Umfänge der beiden Grundflächen (2. oder 4.).' 

2°. „Die Summe der Inhalte beider Grundfläcken ist doppelt so 
grofs, als die Summe der Inhalte der mittlern Durchschnitte beider 
Körper (3.). 

3°. „Der Inhalt jedes der beiden in Betracht stehenden Körpers 
K, RK, ist ein Sechstel des Products aus seiner Höhe in die Summe der 
beiden Grundflächen und des vierfachen mittlern Durchschnitts (1. oder 3.); 








*) Kinen besondern Fall dieser Formel, wo nämlich der Körper K ein abge- 
stumplter Kegel ist, hat Herr Hofrath Schweins mir schon im Jahr 1835 mitgetheilt; 
er hatte denselben zur Bequemlichkeit für practische Rechnungen aufgestellt. Für 
diesen Fall hat man 





x = all+")' +: (>")']r — Hir+r,) +40 7,1, 


wo r und r, die Radien der Grundflächen A und B sind. 
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oder gleich dem Producte aus der Höhe in die Summe seines mittlern 
Durchschnitts und eines Drittels des mittlern Durchschnitts des andern 
Körpers (6. oder 7.). 


$. VII. 


Gehen die Körper K und K, insbesondere in abgestumpfte Pyra- 
miden oder in abgestumpfte Kegel über, so werden die vier Figuren 4, 
B, C, C, einander ähnlich, so dafs sich verhält: 


8. vA:yBiye:yO, = a:bicıco = a:d:H°: 22, 


wo a, 5, c, c, entsprechende Seiten oder irgend welche homologe Dimen- 
sionen der Vielecke oder Curven A, B, C, C, sind. Dadurch modificiren 
sich die Ausdrücke (1. und 3. oder 6. und 7.) für die Inhalte der Körper 
wie folgt: 


9. K=4HA(1+2+(2)) = 4HAA+n+m) = HAU—! 


10. K=3HA(1—2+(2)) = 4HAd—n+m) = 4 vr 





wo b:a=n gesetzt ist. Oder da nach (2. und 4.): 
2yC=y4AtyB wid ?2YC, = YA-yYB, 
und daher: 
11. 4 = A+B+?2yY(AB) und 4C, = A+B—2Y(AB), 
so gehen sie auch in folgende bekannte Ausdrücke über: 
12. K=1ıH(A+B+Yy(4B); K, = 4H{A+B— y(AB)). 


$g. VII. 


Reduciren sich die Grundflächen auf zwei nicht parallele gerade Li- 
nien A und B, so dafs ihre Inhalie = O0 sind, so wird der Körper K 
(oder K,) eine dreiseitige Pyramide; A und B sind gegenüber liegende 
Kanten und 72 ist ihr senkrechter Abstand von einander; der mittlere 
Durchschnitt C wird ein Parallelogramm, dessen Seiten den Kanten A, B 
parallel und beziehlich halb so grofs, als diese sind, so dafs also C = 
44A.4B.sin®, wo ® der Winkel ist, welchen A und B ihrer Rich- 
tung nach bilden. Demnach hat man in diesem Fialle für den Inhalt des 
Körpers (1.): 

13. K= 4H.4C = 2HC = ıHAB sind, 

d.h. der Inhalt jeder dreiseitigen Pyramide ist zwei Drütel des Products 
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aus dem Abstande H zweier gegenüber stehender Kanten A, B in den 
mit diesen Kanten parallelen mittlern Durchschnitt C; oder gleich einem 
Sechstel des Products aus den genannten zwei Kanten in ihren Abstand 
von einander und in den Sinus ihres Winkels. 


$. IX. 


Sind A und B, D und E, F und @ gegenüberstehende Kanten 
einer dreiseitigen Pyramide, so wird diese von jeder den Kanten A und 
B parallelen Ebene in einem Parallelogramm defy geschnitten, dessen Sei- 
ten beziehlich mit A, B parallel und dessen Ecken d, e, f, y in den Kan- 
ten D, E, F, @ liegen. Bewegt sich die schneidende Ebene von A bis 
B, so beschreibt jede der beiden Diagonalen de, fg des Parallelogramms, 
2. B. de, ein sogenanntes windschiefes Viereck ADBE, d. i. ein Stück 
eines byperbolischen Paraboloids; und da die Diagonale beständig das 
Parallelogramm hälftet, so wird folglich auch die Pyramide von dem wind- 
schiefen Vierecke in zwei gleich grofse Theile k=%, getheilt. Ein sol- 
cher Tbeil wird von drei Flächen begrenzt, nämlich von dem windschiefen 
Viereck ADBE und von zwei (ebenen) Dreiecken, zwei Seitenflächen der 
Pyramide. Sein mittlerer Durchschuitt ist ein Dreieck ‘y, nämlich die eine 
Hälfte des Parallelogramms EC, welches der mittlere Durchschnitt der Py- 
ramide ist; demnach hat man für seinen Inhalt (13.): 


14. k=1.3HC = 23H)y, 


d. h.: Der Inhalt jedes der genannten Theile ist zwei Drittel von dem 
Producte aus der Höhe H in den mättlern Durchschnitt y. 


Gleicherweise ergeben sich folgende Sätze: 

Wird ein dreiseitiges Prisma von einer Ebene geschnitten, welche 
einer Seitenfläche desselben parallel ist, so ist der Schnitt ein Parallelogramm ; 
bewegt sich die Ebene von der Seitenfläche bis zur gegenüber liegenden 
Kanie, so beschreibt die Diagonale des Parallelogramms e'n windschiefes 
Viereck, welches das Prisma in zwei gleich grofse Theile %k, A, theilt. 
Der Inhalt jedes Theils ist = 3 Hy, d.h. gleich zwei Drittel des Products 
aus dem mittlern Durchschnitte y in die Höhe H (Abstand der Seitenfläche 
von der gegenüber liegenden Kante). — Hier sind %k, kA, solche Körper, 
wovon jeder von einem windschiefen Viereck, einem Parallelogramm und 
zwei Dreiecken begrenzt wird. 
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Sind die Grundflächen A, B eines vierseitigen Prismas, dessen Sei- 
tenkanten, verlängert, nicht in einem Punct zusammenireffen und auch nichi 
parallel sind, Parallelogramme, so ist jeder mit ihnen parallele Schnitt 
gleichfalls ein Parallelogramm, dessen Diagonale, wenn sich die schnei- 
dende Ebene von A bis B bewegt, ein windschiefes Viereck beschreibt, 
durch welches das Prisma gehälftet wird, und wo wiederum jede Hälfte 
k=k = 3Hy, d.h. gleich zwei Drittel des Products aus der Höhe in 
den mittlern Durchschnitt ist. — U. s. w. 


$. X. 


Man denke einen Körper £, welcher zwei beliebige parallele Viel- 
ecke A, B zu Grundflächen hat, und dessen Seitenflächen s, s,, 5, »».». 
windschiefe Vierecke, oder theils solche Vierecke und theils Paralleltrapeze 
und Dreiecke sind. Der mittlere Durchschnitt ist, wie früher ($.11.), ein 
geradliniges Vieleck 6. Ueber jeder Seitenfläche s, die ein schiefes Viereck 
ist, setze man einen solchen Körper k, der die eine Hälfte einer dreisei- 
tigen Pyramide ist, und zwar von derjenigen Pyramide, welche die in den 
Grundflächen A, B liegenden Seiten a, 5 des windschiefen Vierecks s zu 
gegenüber stehenden Kanten hat, also einen solchen Körper A, wie er zu 
Anfang des vorigen $. beschrieben worden. Alle diese Körper k mögen 
auf der äufsern Seite aufgesetzt werden. Dadurch entsteht ein Körper X, 
dessen Seitenflächen alle eben, Dreiecke und Paralleltrapeze, sind, und 
welcher mit dem vorigen £ die Grundflächen A, B gemein hat. Sein mitt- 
lerer Durchschnitt EC besteht aus dem mittlern Durchschnitte C des Kör- 
pers £ und aus einer Summe von Dreiecken y, welche einzeln die mitt- 
lern Durchschnitte der aufgesetzten Körper % sind ($. IX.), so dafs also 
C=(6-+3(y), oder Zy)=0U—(. Eben so besteht der Körper K aus 
dem Körper £ und aus der Summe der Körper %. Daher hat man (1. und 14.): 


15. $& K—:(k) = ıH(A+B+4C)— 23H. (y) 
ıH(A+B+4C)—4H(C—© 
3H@A+B+49; 
d. h.: „Auch bei dem Körper &, dessen Seitenflächen zum Theil oder 
alle windschiefe Vierecke sind, wird der Inhalt gleicherweise gefunden, 
nämlich er ist ein Sechstel des Products aus der Höhe in die Summe 
der Grundflächen und des vierfachen milllern Durchschnitts. 

Crell’es Journal. d. M. Bd. XXIII. Hit. 3. 36 
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Dieser Satz gilt gleicherweise für denjenigen Körper £,, welcher 
entsteht, wenn die Grundfläche B in ihrer Ebene um 180° herumgedreht 
wird, und bei welchem also die Seitenflächen einander durchkreuzen, wie 
oben $.IV. beim Polyeder K,. Auch finden hier, analogerweise wie oben 
(5., 6. und 7.), die folgenden Gleichungen statt: 

16. A+B = 2C°+2G; 
17. 8 = H(6+36C) und 8 = HuUC-+8$) 


$. XI. 

Läfst man die Grundflächen A und B, die als Vielecke vorausge- 
setzt worden, in Curven übergehen, so wird die Seitenfläche des Körpers 
K irgend eine geradlinige krumme Fläche ©, d.h. eine durch Bewegung 
einer Geraden erzeugte Fläche (surface reglee); und dann geht auch der 
mittlere Durchschnitt & in eine Curve über; die obige Formel (15.) bleibt 
aber offenbar auch für diesen Fall noch gültig. Demnach folgt der Satz: 

„Sind die Grundflächen A, B eines cylinderförmigen Körpers & 
parallel und von beliebigen Curven umschlossen, und ist die Seitenfläche 
© desselben irgend eine geradlinige krumme Fläche, so ist sein Inhalt 
ein Sechstel des Products aus der Höhe in die Summe der beiden Grund- 
flächen und des vierfachen mittlern Durchschnitts” 

Der Satz bleibt gleicherweise bestehen, wenn die Umfänge der 
Grundflächen nur zum Theil in Curven übergehen und die übrigen Theile 
gerade Linien bleiben, wobei dann entsprechenderweise die Seitenfläche © 
aus verschiedenartigen Theilen bestehen kann, aus allgemeinen geradlini- 
gen krummen Flächen und aus ebenen Flächen. Dadurch läfst sich also 
der Satz auf beliebige geradlinige krumme Flächen anwenden, d. h. ihre 
Cubatur läfst sich mittels desselben bewerkstelligen. 

Einen einfachen besondern Fall des vorstehenden Satzes gewährt 
das einfache Hyperboloid (Ayperboloide a une nappe). Wird dasselbe z. B. 
von zwei parallelen Ebenen in Ellipsen A, B geschnitten, s6 wird der 
Inhalt des von den Grundflächen A, B und dem zwischen ihnen liegenden 
Theile & des Hyerboloids begrenzten Körpers X auf die angegebene Weise 
gefunden. Nämlich es ist daun auch der mittlere Durchschnitt & eine El- 
lipse, und wenn man die halben Axen der Ellipsen A, B, & durch a und 
&, 5 und ß, ce und y bezeichnet, so hat mau 


18. 8 = ZH(au+bß+4cy). 
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Ein anderer interessanter besonderer Fall ist folgender. 

Sind im Raume zwei unbegrenzte feste Gerade A, B gegeben, ist 
ihr senkrechter Abstand von einander =H = 2%, und soll eine gegebene 
Gerade = ?a sich so bewegen, dafs ihre Endpuncte auf den festen Ge- 
raden A, B fortgleiten, so beschreikt sie eine geradlinige krumme Fläche, 
die einen Körper begrenzt, dessen Inhalt 

19. 8 = th(@ —M)r 

ist. Dieses Resultat ist dadurch merkwürdig, dafs es von dem Winkel ® 
unabhängig ist, welchen die festen Geraden A, B ihrer Richtung nach mit 
einander bilden, d. h. das Volumen des Körpers bleibt constant, welche 
Gröfse dieser Winkel haben mag, wenn nur A und a sich nicht ändern. 
Nämlich der mittlere Durchschnitt & ist hier eine Ellipse, deren Halb- Axen 
a und ß — wenn @ — A’ = b’ gesetzt wird — beziehlich 5.cot4® und 
b.tang}® sind, so dafs also ihr Inhalt = ußr = br = ("—H)r 
constant ist. Wenn insbesondere ® = 90°, so ist der mittlere Durch- 
schnitt ein Kreis. | 


$. XU. 


Viele von den im Vorstehenden betrachteten Körpern behandelt un- 
ter andern auch M. Hirsch in seiner „Sammlung geometrischer Aufgaben” 
(Th. I. s. 101 — 106; $. 155 — 157; $. 180— 190). Er findet die For- 
meln für den Inhalt durch Hülfe der Trigonometrie und Projection. Die 
gegenwärtige Darstellung ist unstreitig einfacher, zusammenhängender und 
umfassender; auch sind die Formeln zum Theil bequemer. Vergleicht man 
seine Formeln mit den hier gegebenen, so ergeben sich z. B. folgende 


Relationen. 

Für den im $. II. betrachteten Körper K findet Hirsch (S. 204, 
$. 156.) — wenn die Seiten der Grundflächen A und B durch a, a,, a, .... 
und 5, d,, d,, .... bezeichnet werden — die Formel: 

20. K=ıH(H+B)+1H[ab, sin(aa,)-+ ab, sin(aa,) + ab, sin(aa,)-+....+ ab..2sin(aa,..) 
+a, b,sin(a, a,)+a,b, sin(a, a,)+....+@, bu-28in (a, @n-2) 
+a,b,sin(a, b,)+a,b, sin (a, a,)+.... +0, b„-2 sin(@, 4-2) 
near + an dn—2 Sin (Qn—3 2) ] 
= ıH(A+B)+ıH 3[ab, sin (aa,)]. 
Diese Formel mit der obigen (1.) verglichen, giebt: 
21. Z[ab,sin(aa)] = 4CE—A—B; 
36 * 
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oder, da nach (5.) A+B=2C0+2C,, so folgt: 
22. Z[ab,sin(aa)] = 2C—2C,, 


und in der That sind die beiderseitigen Ausdrücke dieser Gleichung iden- 


tisch, wenn man das, was oben ($. V.) von den Vielecken C und C, an- 
gegeben worden, berücksichtigt. 


Für den in $. X. beschriebenen Körper 8 giebt Hirsch (S. 252, 
$. 189.) die Formel: 


23. £ = 4H(A+B)— 25, H[absin(ab) +besin(be)+cdsin(ed)+....+tasin(ta)] 
—= ıH(A+B)— ,„„H Z[absin(ab)], 


wo a,b, 6, .... 2 die Projectionen der Seitenkanten des Körpers auf die 
Grundfläche A sind. Durch Vergleichung dieser Formel mit der obi- 
gen (15.) folgt: 
24. Z[absin(adb)] = 4(A+B-— 29), 
und vermöge (16.): 
25. Z[ab sin(ab)] = 88.. 


Oder, da beide Formeln bestehen bleiben, wenn die windschiefen 
Seitenflächen in Paralleltrapeze, und damit der Körper £ in das Polyeder X 
übergeht, so hat man auch für diesen Fall: 


26. Z[abdsin(ab)] = 8C.. 
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12. 


Eine Aufgabe, betreffend die Theorie der eubischen 
Reste. 


(Von Herrn Prof. Dr. Kummer zu Breslau.) 





Wen p eine Primzahl von der Form 3n +1 ist, und g eine primitive 
Wurzel derselben, so kann die Reihe 1, 9, 9°, 9°, .... 9"” in drei ver- 


schiedene Reihen geordnet werden, nämlich 1, 9°, g°, .... gP”*, ferner g, 
Ns rer gP° und g’, 9°, 9°»... 9’ Die Reste der ersten Reihe für 


den Modul » sind die cubischen Reste, von denen wir einen beliebigen 
mit & bezeichnen; die Reste der zweiten und dritten Reihe, welche wir 
resp. mit ß und y bezeichnen, sind die cubischen Nichtreste. Wenn nun 
a, & und y die angegebene Bedeutung haben, so sind, wie Gaufs gezeigt 
hat, folgende drei Reihen: 


E> 2ch’n 2 2Pk’n Bu 2yl’n 
2, = >, C0s . u %, = 2,C0S P . 23, = I COS Ein 
0 0 0 











die drei Wurzeln von folgender cubischen Gleichung: 
= %pzH+tpt, 

wo ? durch die in ganzen Zahlen aufzulösende Gleichung 4p = Ef’ +27 w 
und durch die Bedingung, dafs es positiv oder negativ zu nehmen sei, je 
nachdem es die Form 3%+1 oder 3A—1 hat, vollständig bestimmt ist. 
Die drei Reihen 2,, 2,, 2; spielen in der Theorie der cubischen Reste eine 
sehr wichtige Rolle, sind aber durch diese cubische Gleichung noch nicht 
genau bestimmt, da es ganz unentschieden bleibt, welche der drei Wur- 
zeln dieser Gleichung einer jeden dieser Reihen gleich ist; mit dieser Un- 
bestimmtheit sind daher auch alle Resultate behaftet, welche man mit Hülfe 
dieser Reihen über cubische Reste gewinnt. Ich habe nun die Äufgabe, 
diese Unbestimmtheit aufzuheben, allerdings in einem gewissen Sinne ge- 
löset, aber die Lösung genügt nicht recht, weil sie die Kenntnifs der 
Summe aller cubischen Reste, welche kleiner sind als 4», und eben so 
die Kenntnifs der Summen der beiden verschiedenen Arten von Nicht- 
resten voraussetzt. Aus diesen berechneten Summen habe ich denn auch 
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die Werthe der drei Reihen 2,, 2&,, 2; für alle Primzahlen von der Form 
3nr-+1, unter 400, vollständig bestimmt und will die Resultate hier mit- 
theilen, damit vielleicht ein Anderer durch Induction das allgemeine Ge- 
seiz finden könne, welches mir nech verborgen geblieben ist. 

Zunächst bemerke ich, dafs, da 2 in den Grenzen —?2yp und +?2yp 
liegt, die drei Wurzeln der cubischen Gleichung stets in folgenden drei 
Intervallen enthalten sein müssen: die eine in den Grenzen —2y’p und 
— yp, eine der andern in den Grenzen —yp und +yp und die dritte in 
den Grenzen +yp und +?2yp. Ferner bemerke ich, dafs, wenn eine der 
drei Reihen vollständig bestimmt ist, die Bestimmung der beiden anderen 
keine Schwierigkeiten weiter hat, da Jdiese sich rational durch jene aus- 


or . . . . j p—i ak? 
drücken lassen; daher hestimme ich hier nur die Beihe 2, = 2; cos nn 
0 





in welcher auch @=1 genommen werden kann. Diese Reihe aber liegt 
nach meiner Berechnung 
1) in den Grenzen —?2y’p und —yp für die Primzahlen 
97, 139, 151, 199, 211,. 331; 
2) in den Grenzen —yYp und +yp für die Primzahlen 
13, 19, 37, 61, 109, 157, 193, 241, 283, 367, 373, 379, 397; 
3) in den Grenzen +yp und +?2yp für die Primzahlen 
7, 31, 43, 67, 73, 79, 103, 127, 163, 181, 223, 229, 271, 277, 
307, 313, 337, 349. 
Es käme nun darauf an, zu suchen, welche Eigeithümlichkeiten jede 
dieser drei Reihen habe, die keine Primzahl der beiden anderen Reihen 
theilte.e. Die lineäre Form der Primzahlen scheint hierbei keine Bedeu- 
tung zu haben, wohl aber die quadratische Form 4p = ?+27W; viel- 
leicht auch die Form p = r’+3.s”. Da ich aber auch aus diesen kein 


Gesetz entdecken konnte, so nahm ich meine Zuflucht zu den Zahlen, 
BD 22 
welchen  ® und y° congruent sind, aber mit eben so wenig Erfolg; auch 


ob gewisse Zahlen, namentlich 2 und 3 cubische Reste sind, oder nicht, 
entschied hierbei nichts. Jedenfalls scheint das Gesetz etwas tief zu lie- 
gen, genauer Nachforschungen aber wohl werth zu sein. 


EB TEL BEER are. . 
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Nachricht von der in Nr. 6. des vorigen Hefts dieses 
Journals gedachten Sammlung von Briefen an 
und von L. Euler. 





Ziufolge einer von dem Herrn Staatsrath Fufs in St. Petersburg dem 
Herausgeber dieses Journals kürzlich gefälligst mitgetheilten Nachricht ist 
der Druck dieser Sammlung bereits ziemlich vorgeschritten. Sie wird zu- 
gleich ein systematisches Verzeichnifs der Werke Eulers enthalten. Titel 
und Inhalt (schreibt Herr etc. F'u/s) werden folgende sein. 


„Correspondance mathematique et physique de quelques celebres geo- 
metres du 18 sciecle, tiree des archives centrales de Moscou et de 
celle de !’Academie imperiale des sciences de St. Petersbourg, et pre- 
cedee d’une liste complete systematique des travaux d’Euler et d’une 
notice sur ses ecrils inedits. 


I. Band. Vorrede: Ueber die Entstehung der Sammlung. Biographische 
und literar - historische Notizen. Nachricht über Euler's 
Schriften. Systematisches Verzeichnifs derselben. 
Briefwechsel zwischen Euler und Goldbach, 1729 — 1766 (96 
Briefe von Euler, 84 von Goldbach). 


li. Band. Briefe Johann Bernoulli des Aektern an Euler, 1728— 1746 

(14 Briefe). 

Briefwechsel zwischen Nic. Bernoulli (Joh. fil.) und Goldbach, 
1721— 1725 (27 Briefe). 

Briefwechsel zwischen Dan. Bernoulli und Goldbach, 1723 bis 
1730 (71 Briefe). 

Briefe Dan. Bernoulls an Euler, 1727 — 1755 (58 Briefe). 

Briefe desselben an Nic. Fufs, 1773— 1778 (5 Briefe). 

Briefe Nic. Bernoulli's, des Neffen von Joh. und Jacob, an 
Euler, 1742, 1743 (4 Briefe). 











288 Nachricht von der Sammlung von Briefen an und von L. Euler. 


Briefe an Euler von Naude, 1740 (1 Brief). 
- - - - -  - Ülairaut, 1740 (2 Briefe). 
- - - - -  - Cramer, 1743 — 1750 (7 Briefe). 
- - - - -  - Lambert, 1758 — 1762 (7 Briefe). 
Dem isten Bande hoffe ich das Bild Eulers, dem 2ten das Daniel 
Bernoulli's beizugeben, ersteres nach dem (nach meines Vaters Ausspruch 
sehr ähnlichen) Darbes’schen, von Kütiner gestochenen Bilde, letzteres 


nach einem bei der Akademie befindlichen Oelgemälde; beide werde ich in 
Kupfer stechen lassen.” 


nen ET 3 ERTNT Al Tannen nn 
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13. 


Ueber einige Sätze des Herrn Prof. Steiner. 
(Von Dr. F.. Heinen, Director der Realschule zu Düsseldorf.) 





Lehrsätze (Bd. XV, S. 373. No. 1.3. 4.). 


I. Sind beliebige n Ebenen A, B,C, D,..... gegeben, und legt 
man durch irgend einen festen Punct K eine willkürliche Ebene P, nennt 
die Winkel, welche diese mit ihnen bildet, beziehlich a, ß, Y, 6, ...., und 
multiplieirt die Cosinus dieser Winkel beziehlich mit beliebigen gegebenen 
Gröfsen a, b, 6,d, ...., so wird die Summe dieser Producte irgend einen 
Werth S haben, so dafs 

a.cosa +b.cosß+ c.cosy+d.cosöo+.... = S 

ist. Soll nun die Ebene P um den festen Punct K sich so bewegen, dafs 
(wenn auch die Winkel a, ß, Y 6, .... sich ändern) die Summe S con- 
stant bleibt, so berührt sie stets irgend einen geraden Kegel (zweiten Gra- 
des), dessen Axe Q fest ist, d. h. die unzähligen Kegel K, welche auf 
diese Weise entstehen, wenn man die beschreibende Ebene in immer an- 
derer ursprünglicher Lage annimmt, wo zugleich der Werth S sich än- 
dert, haben eine gemeinschaftliche Axe Q. Die Grenzen der Kegelschaar 
sind einerseits die Axe Q, wo der Erzeugungswinkel des Kegels — 0 
ist, und andrerseits diejenige Ebene R, welche im Puncte K auf der Axe 
0 senkrecht steht, und wo der Erzeugungswinkel = 4 ist. In diesen 
Grenzen erreicht der Werth S sein Minimum und Maximum. 

Beweis. Denkt man sich auf jeder der n Ebenen A, B,C,D,..... 
ein Polygon verzeichnet, und nimmt an, dafs die Inhalte derselben bezieh- 
lich den beliebig gegebenen Gröfsen a, b, c, d, .... gleich seien, so stel- 
len die Ausdrücke @.cosa, b.cosß, c.cosy, u. 8. w. die orthographischen 
Projectionen dieser Vielecke auf die durch den festen Punct K gelegte 
Ebene P dar. Nun giebt es bekanntlich für eine beliebige Anzahl von 
ebenen Flächenstücken von durchaus willkürlicher Lage stets eine Ebene, 
für welche die Summe ihrer Projeciionen ein Maximum ist und deren re- 
lative Lage vollkommen und nur auf eine einzige Weise durch die Pro- 
jectionen der Flächenstücke auf drei willkürlich gewählte, unter sich recht- 
Crell’es Journal. d. M. Bd. XXIII. Hit. 4. 37 
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winklige Ebenen bestimmt ist. Diese Ebene hat auch die merkwürdige 
Eigenschaft, dafs die Summe der Projectionen der Flächenstücke auf alle 
andere Ebenen, welche gleiche Neigung gegen sie haben, ein und die- 
selbe ist, indem, wenn die Summe der Projectionen auf dieselbe mit &,, 
die Summe der Projectionen auf irgend eine andere Ebene P mit S und 
der Neigungswinkel dieser beiden Ebenen mit x bezeichnet wird, stets 
S = 8,.00sx 

ist, wie u. a. sich in Poössons Mechanik Th. I. S. 87 u. f. der Uebers. von 
Schmidt bewiesen findet. Denkt man sich also diese Ebene der gröfsten 
Projectionen durch den Punct K gehend, was offenbar erlaubt ist, da be- 
kanntlich für die Gröfse der Projection eines Flächenstückes auf eine Ebene 
die absolute Lage dieser letztern völlig gleichgültig ist, und die Ebene P 
sich um K so bewegt, dafs die Summe S stets constant bleibt, so mufa 
auch cosx, folglich ihr Neigungswinkel gegen die Ebene der gröfsten 
Projectionen unveränderlich bleiben. Sie berührt daher in allen ihren ver- 
schiedenen Lagen einen geraden Kegel, dessen Axe eine im Puncte X auf 
der letztgenannten Ebene senkrechte Gerade ist. Geht die Ebene P ur- 
sprünglich durch diese Gerade, so ist, da alsdann x=0 ist, S=0, und 
diese Lage entspricht offenbar einem Minimum; so wie der Fall, wo das 
Maximum eintritt, von selbst durch das Obige erledigt ist. 

H. Nimmt man auf der Axe AB (Fig. 1.) einer Ellipse zwi- 
schen ihren Brennpuncten ©, D irgend einen Punct X an, und beschreibt 
mit den Abschnitten AX, BX, in welche dieser Punet die Axe theilt, be- 
ziehlich aus den Brennpuncten EC, D zwei Kreise, welche sich in zwei 
Puncten u, b der Ellipse schneiden, und mit denselben Abschnitten be- 
ziehlich aus den Brennpuncten D, C Kreise, welche sich in zwei ande- 
ren Puneten a, ß der Ellipse schneiden, so sind die Verbindungslinien 
aß, ba der auf entgegengesetzten Seiten der Axe liegenden Durchschnitts- 
puncte zwei unter sich gleiche, gegen die Axe unter gleichen Winkeln 
geneigte Durchmesser. Macht man dieselbe Construction für einen an- 
dern Punct X' der Are AB zwischen den Brennpuneten CE, D, so sind 
die Durchmesser, a'ß', b’a', welche ihm entsprechen, den Durchmessern 
aß, ba des ersten Punctes X stets zugeordnet, wenn Ä’ mit X auf 
entgegengesetzten Seiten des Mittelpunctes M der Ellipse und zwar so 
liegt, dafs die Summe der Quadrate der Abstände XM, X'M dieser 
Puncte vom Mittelpuncte gleich dem Quadrate der Excentricität ist. 
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Beweis. Zieht man nach den Durchschnittspuncten a, 5, a, ß, 
welche, da die Summe ihrer Entfernungen von den Brennpuncten €, D 
gleich der grofsen Axe ist, bekanntlich auf der Ellipse liegen, Leitstrah- 
len, so sind, weil Ca=Dß=Cb=Da ud Da=Di=Ca=CBß ist, 
die Vierecke aCßD und «CD, welche die Diagonale CD gemein haben, 
einander congruente Parallelogramme, daher die Diagonalen aß, «db sowohl 
Durchmesser, als einander gleich und unter gleichen Winkeln aMC, «MD 
gegen die andere Diagonale oder die Axe AB geneigt. Nach einem be- 
kannten Saize ist nun 

(Ca +(Da) = 2(Ma)+2(CM)), 

oder, wenn A die halbe grofse, B die halbe kleine Axe der Ellipse be- 
zeichnen, und Ca= AX, Da= 24A—Ca=24—AX, CM=y(4’—B') 
gesetzt werden, 

(AX%P +(2A— AX = Ma? +2(2—B), 
oder endlich: 

1. (AXYP—24.4X = (Ma” — (A’+B?). 

Eben so hat man offenbar für einen der Halbmesser a’ M, welche dem 
Puncte X’ entsprechen würden: 

2. (AXY—24.4AX = (MaW’— (42?’+B), 
also, gemäfs (1.) und (2.), 

(AXP+(AXP?—2AAX+AX) = (Ma + (Ma —2(4?+B). 
Der Punct X’ ist aber so angenommen, dafs (MX) -F (MX) = (MC), 
also (AXY% +(AXY— 2 A(AX+AX) = —(4’+B°) ist, mithin wird 
die vorige Gleichung: 

2+B: = (aM) -+(aM), 
und die Halbmesser «M, «’M sind also, nach einem bekannten Saize ein- 
ander zugeordnet. 

It MX' = MX= MCy,, so ist offenbar auch AX = BX’, also 
fallen nun die Puncte a’ und «, 5’ und ß, a’ und a, ß’ und 5 zusammen, 
und die beiden zugeordneten Durchmesser «aß, a’ß‘ sind mithin alsdann 
einander gleich. 

Liegt der Punct X im Mittelpuncte M, ist also MX=0, so folgt 
aus (MX +(MX'y= (MC), dafs der entsprechende Punct X‘ in einem 
der Brennpuncte liegt, und umgekehrt ; auch sieht man auf der Stelle, dafs 
nach der obigen Construction der Mittelpunct die kleine, ein Brennpunct 
dagegen die grofse Axe als zugeordnete Durchmesser liefern. 

37 * 
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Es leuchtet endlich von selbst ein, dafs, um in allen Fällen den 
Punct X’ zu construiren, welcher zu dem Puncte X gehört, man nur über 
MD einen Halbkreis zu beschreiben und die Sehne ME = MX zu uel- 
men habe, indem alsdann die andere Sehne ED’= MD’— ME = 
MD’— MX: —= (MX'! ist. 

Der analoge Satz für die Hyperbel ist folgender. 

Il. Nimmt man auf der Verlängerung der Are AB (Fig. 2.) einer 
Hyperbel, über ihre Brennpuncte C, D hinaus, irgendwo einen Punct X 
an und beschreibt mit den Abschnitten der Axe AX, BX beziehlich aus 
den Brennpuncten C, D zwei Kreise, welche sich in zwei Puncten a, b 
der Hyperbel schneiden werden, und mit denselben Abschnitten beziehlich 
aus den Brennpuncten D, C zwei Kreise, welche sich in zwei anderen 
Puncten a, ß der Hyperbel schneiden, so sind die Verbindungslinien aß, 
ba der auf entgegengesetzten Seiten der Axe liegenden Durchschnitts- 
Puncte zwei unter sich gleiche, gegen die Axe unter gleichen Winkeln 
geneigte Durchmesser. Macht man dieselbe Construction für einen Punct 
X’ auf der ihr zugeordneten Hyperbel, welcher auf der Verlängerung 
der Axe A’B’ dieser zweiten Hyperbel über einen ihrer Brennpuncte 
C', D' angenommen ist, so erhält man auch für diese zwei unter sich 
gleiche Durchmesser a’ß', b’a‘, und zwar sind die letzteren Durchmesser 
die zugeordneten von jenen, wenn die Entfernungen MX, MX der 
Puncte X, X’ auf den beiden Axen von dem gemeinsamen Mittelpuncte 
M der beiden Hyperbeln einander gleich sind. 

Beweis. Zieht man nach den Durchschnittspuncten a, db, a, ß, 
welche, da die Unterschiede ihrer respectiven Entfernungen von den Brenn- 
puncten ©, D gleich der Axe AB sind, auf der Hyperbel liegen, Leitstrah- 
len, so sind wieder die Vierecke CaDPß, CaDb, aus denselben Gründen, 
wie oben, congruente Parallelogramme, daher gehen ihre Diagonalen aß, 
b« durch den Mittelpunet M, sind einander gleich und unter gleichen Win- 
keln gegen die Axe AB geneigt. Auch ist 

(Ca +(Da) = aM} -+2(CM) 
oder, dd aÜ=AX, aD=2A4A+aC=24+AX und CM=y(4+B) 
ist, wo A die halbe Axe AM, B die halbe Axe A’M bezeichnen, 
(AXP?+QA+AL) = (aM +2(A+B), 
oder endlich: 


1. (AXY+24.4X = (aM) + B— 4. 
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Eben so findet man für den Halbmesser «aM, welcher der conjugirten Hy- 
perbel angehört und mittelst der Abschnitte A’X, B’X der Axe 4'B' 
und der Brenupuncte EC‘, D’ ganz auf ähnliche Weise, wie «M mittelst 
AX, BX und der Brennpuncte C, D coustruirt ist: 
2. (AX”+2B.4X = («M)’+4'—B. 
Aus (1.) und (2.) ergiebt sich demnach 
(AX?+24.4X— (4X —2B.4X = (aM— («MY +2(B— 4). 
Da aber MX = B+-4X = MX—=A+ALX ist, so hat man auch 
(AX)’+24.AX— (4X —2B.4X = BD — 4’ 

und die vorige Gleichung giebt also 

4—B’ = (aM) —(aM)', 
woraus bekanntlich folgt, dafs a’ M der zugeordnete Halbmesser von «M ist. 

Liegt X in einem der Brennpuncte C, D, so liegt A’ in einem der 
Brennpuncte C‘, D‘ der conjugirten Hyperbkel. 

IV. Zieht man von irgend einem Puncte E (Fig. 3.) einer El- 
lipse durch ihre beiden Brennpuncte C, D gerade Linien, und schneidet 
man auf beiden, von dem beliebig ungenommenen Puncte E aus (nach den 
Brennpuncten hin) zwei Stücke, beziehlich EF, ED, gleich der halben 
grofsen Axe der Ellipse ab, so liegen die Endpuncte F, @ dieser Stücke 
auf einem Durchmesser, welcher dem vom Mittelpuncte M der Ellipse 
nach jenem Puncte gezogenen Durchmesser ME zugeordnet ist. 

V. Zieht man von den Brennpuncten C, D (Fig. 4.) einer Hy- 
perbel nach irgend einem Puncte E, auf einem Zweige derselben, etwa 
auf demjenigen, welcher den Brennpunct C umschliefst, zwei Leilstrah- 
len, und verlängert den kürzern Leitstrahl CE um ein Stück EF, gleich 
der halben Haupt- Axe der Hyperbel, schneidet dagegen auf dem andern, 
längern Leitstrahle ED ein Stück EG von derselben Lünge ab, so lie- 
gen die Endpuncte F, G@ dieser Stücke stets auf einem Durchmesser, 
welcher dem vom Mittelpuncte M der Hyperbel nach jenem Puncte yge- 
zogenen Durchmesser ME zugeordnet ist. 

Beweis zu IV. und V. Bezeichuet A die halbe grofse Axe der 
Ellipse, so ist, wenn der Punct E (Fig. 3.) etwa mit C auf derselben Seite 
der kleinen Axe liegt, EF= A>EC, also CF = EF— EC = A— EC, 
und D@ = ED—EG= ED-—.A, oder, da bekauutlich ED—= 2A— EC 
is, GD= A—EC, mithin CF —=DG. Bezeichnet eben so A die halbe 
Haupt- Axe der Hyperbel, so ist (Fig. 4.) CF=EC+EF=EC+A 
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und D@ = ED—EG = ED—A, oder, danun ED= EC+2A ist, 
D&@ = EC+A, mithin auch nun CF=D@G. In beiden Fällen ist aber, 
aufserdem, dafs EF = E@ ist, auch OM= MD, mithin findet in beiden 
die Gleichung statt: 
CM.DG.EF = MD.EG.CF, 

woraus bekanntlich folgt, dafs die Puncte F, @ mit M in gerader Linie, 
also auf einem Durchmesser liegen. Dafs aber dieser Durchmesser dem 
Durchmesser ME zugeordnet ist, ergiebt sich auf der Stelle, wenn man 
nur die Halbirunglinie EH des Winkels EF@ zieht, indem diese Linie in 
beiden Fällen bekanntlich eine Normale an die Curven ist und auf der 
Grundlinie E'G des gleichschenkligen Dreiecks FEG' senkrecht steht, woraus 
von selbst folgt, dafs F@ mit der Tangente in E parallel ist, also die 
Richtung des zugeordneten Durchmessers von EM hat. 

Beide Sätze lassen sich übrigens auch anders ausdrücken und etwa 
auf folgende Weise in Einen zusammenfassen : 

„Bewegt sich ein gleichschenkliges Dreieck EFG, dessen Schen- 
„kel EF, EG constant sind, so, dals seine drei Seiten oder deren Ver- 
„längerungen beständig durch die Endpuncte C, D und den Halbirungspunet 
„M einer Geraden CD und zwar die Grundlinie #'@ stets durch den letz- 
„tern Punct M gehen, so beschreibt die Spitze E des Dreiecks eine Ei- 
„lipse oder eine Hyperbel, je nachdem die constante Länge des Schenkels 
„gröfser oder kleiner als die Hälfte CM der Geraden ist. In beiden Cur- 
„ven sind die Endpuncte C, D die Brennpuncte, der Halbirungspunet M 
„natürlich der Mittelpunet und die constante Länge des Schenkels ist gleich 
„der halben grofsen oder der halben Haupt- Axe; endlich liegt die Grund- 
„linie F@ stets auf einem Durchmesser, welcher dem vom Mittelpunct M 
„nach der Spitze gezogenen Durchmesser zugeordnet ist.” 

(Die andere Aussage, welehe dem Satze V. im XV. Bande S. 373 
auch gegeben ist, ist daher nicht völlig genau, indem offenbar nicht für 
jede constante Länge des Schenkels, sondern nur in dem eben näher be- 
zeichneten Falle die Curve, welche von der Spitze beschrieben wird, eine 
Hyperbel ist.) 

Für die gleichnamigen sphärischen Kegelschnitte gelten den obigen 
ganz analoge Sätze, welche nur darın von jenen abweichen, dafs die 
sphärische Gerade FGM die Tangente in dem beliebig auf dem Kegel- 
schnitie angenommenen Puncte E in zweien Puncten trifft, welche um 
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90° von E abstehen, also nur, wenn E in einem der Scheitel liegt, auf 
den EM zugeordneten Durchmesser fällt. 
Der Beweis ergiebt sich theils aus der Bedingungsgleichung: 
sin CM .sin DG.sinEF = sin MD.sinEG.sin CF, 

welche, weil man wieder in beiden Fällen D@= CF hat, offenbar er- 
füllt ist, und bekanntlich anzeigt, dafs die Puncte F, @ mit M in dersel- 
ben sphärischen Geraden liegen, theils daraus, dafs der Durchmesser F@M 
und die Tangente in E auf der Halbirungslinie EH des Winkels FEG, 
welche wieder eine Normale an den Kegelschnitt ist, senkrecht stehen. 





Lehrsätze (Bd. XVI. S. 90. No. 16. 1. H. III. IV. und No. 26.). 


I. Wird eine unbegrenzte prismalische (oder cylindrische) Säule 
von beliebigen Ebenen, welche nicht mit den Kanten derselben parallel 
sind, geschnitten, so liegen die Schwerpuncte der Flächen der Durch- 
schniltsfiguren alle in einer bestimmten Geraden, welche den Kanten der 
Säule parallel ist. 

Beweis. Betrachten wir zunächst ein dreiseitiges Prisma, dessen 
Grundflächen ABC und 4’B’C' heilsen mögen. Gehören nun BC und B’C’ 
als Randkanten derselben Seitenfläche an, und ist m die Mitte von BC, 
m’ die Mitte von B’C’, so ist die Linie mm’ offenbar der Seitenkante AA’ 
parallel. Nun liegt der Schwerpunet s des Dreiecks ABC bekanntlich 
auf der Linie Am, in einer Entfernung von m, welche gleich }Am ist, 
und der Schwerpunet s’ von A’B’C' auf der entsprechenden Linie A’m‘, 
in einer Entfernung von m’, welche gleich 4 A’m’ ist; verbindet man also 
diese beiden Schwerpuncte dureh eine gerade Linie, so ist dieselbe, nach 
einem bekannten Satze, der Kante 4A’ ebenfalls parallel, oder, mit andern 
Worten: der Schwerpunct s‘ von A’B’C' liegt fortwährend, welche Lage 
auch A’B’C' gegen ABC haben möge, auf einer durch den Schwerpunct s 
von ABC mit den Kanten AA’, BB’, CC’ parallel gezogenen Geraden. 

Hat die prismatische Säule aber eine beliebige Anzahl von Seiten- 
flächen und bezeichnen A,'’B, C, D, .... N die Eckpuncte eines auf der 
Richtung der Seitenkanten senkrechten Schnittes, 4%, B’, ©‘, D/, .... N 
die beziehlich zu denselben Seitenkanten gehörenden Eckpuncte irgend 
eines andern Schnittes, welcher gegen jenen unter einem beliebigen Win- 
kel « geneigt ist, so denke man sich beide Durchschnittsfiguren durch ent- 
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sprechende Diagonalen in lauter Dreiecke zerlegt, deren Inhalte beziehlich 
mit @,, @,, 4, u.8. w., und mit @,, @, a; u.s. w. bezeichnet sein mögen. 
Vergleicht man nun die Lage der Schwerpuncte des senkrechten Schnittes 
ABCD....N = S und seiner einzelnen Dreiecke, von den Inhalten «,, @,, 
a, u. 8.w., so wie des beliebigen Schnittes A’B’C’D‘.... N’ = 8’ und sei- 
ner einzelnen Dreieeke, von den Inhalten a), @;, a, u, s. w., gegen irgend 
zwei aneinanderstofsende Seitenflächen der prismatischen Säule, und be- 
zeichnet ihre senkrechten Abstände von denselben entsprechend mit X, 
I, 2, TuS. w. und Y, Yı, Y, Y u. Ss. w., so wie mit I, z\, 2, 
x, u. s. w. und Y, y,, Y2, Y; u.s.w., so hat man bekanmntlich für den 
Schnitt ABCD....N die beiden Gleichungen: 
S.X=a.+090%+4.0+...., 
S.Y= a.y,+%Yy+4.Yy +... 
und für den Schnitt A’B’C'D‘....N’: 
SAX = a41+09.%+0.0%3+.., 
NS. = day t+t%Y+0.Y;+.... 
Multiplieirt man jede der beiden letzten Gleichungen mit cos« und be- 
achtet, dafs S’.cosa = S, a).608a4 = 4,, G.60Sd = 4,, 4,.0084 = q, 
u. 8. w. ist, und, dafs naeh dem oben Bewiesenen die Schwerpuncte je 
zweier sich entsprechender Dreiecke in den beiden Durchschnittsfiguren 
auf geraden Linien liegen, welche den Kanten, mithin auch den Seiten- 
flächen der prismatischen Säule parallel sind, dafs folglich &, = z,, yı=Yı, 
en, BY, B=%, Yy=Yy; uSs.w. ist, so ergiebt sich aus der 
Vergleichung der letztern Gleichungen mit den erstern sofort, dafs auch 
stets M=A, Y'=Yist. Mithin liegt der Schwerpunct des Schnittes 
A'B'C'D'.... N‘, wie auch der Winkel « beschaffen sein möge, immer auf 
einer und derselben den Seitenkanten parallelen Linie. 
Diese Gerade wollen wir, nach dem Vorgange des Herrn Prof. 
Steiner, „die barycentrische Axe” der prismatischen Säule nennen. 
I. Der Inhalt jedes beliebigen, schief oder parullel abgeschnitte- 
nen Prismas (oder Cylinders) ist gleich: 

1. dem Producte aus einem beliebigen, auf’der Richtung der Seiten- 
kanten senkrechten Schnitte in die Länge der barycentrischen Axe 
des Prismas; oder gleich 

2. dem Producte aus einer jeden der beiden G@rundflächen in das vom 
Schwerpuncte der anderen auf sie gefällte Perpendikel, 

















45. Heinen, über einige Sätze des Herrn Prof. Steiner. 297 


Beweis zu i. Es seien 4’/B'C'D‘.... N und 4“B'C''D'.... N 
die beiden Grundflächen irgend eines Prismas, s‘ der Schwerpuuct der einen 
und s‘ der Schwerpunct der anderen Grundfläche, also s‘s’ die Länge 
der barycentrischen Axe. Der auf der Richtung der Kanten senkrecht 
stehende. Sehnitt ABCD....N sei, um die Ideen: zu fixiren, so angenom- 
men, dafs, das ganze Prisma auf einer Seite desselben und er selbst der 
Grundfläche A/B'C'D’.... N’ zunächst liege. Denkt man sich nun diesen 
Schnitt ABCD....N = S durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt, deren 
Inhalte mit a,, @,, a, u. Ss. w. bezeichnet sein mögen, und durch diese Dia- 
gonalen. und die anstofsenden Seitenkanten der Säule Ebenen gelegt, so 
werden hierdurch auch die beiden Grundflächen 4/B’C'D'.... N und 4, 
B'', C'’, D'‘, .... N’'. des Prismas ‚iu Dreiecke und die gesammte Säule 
wird in dreiseitige Säulen zerlegt. Bekanntlich ist aber der Inhalt einer jeden 
begrenzten dreiseitigen Säule gleich dem Producte einer ihrer Grundflächen 
in den dritten Theil ‚der Summe der von den Eckpuncten der anderen 
Grundfläche auf sie gefällten Perpendikel, oder auch in das vom Schwer- 
puncte der anderen auf sie gefällte Perpendikel, da der Schwerpunet eines 
Dreiecks mit dem Schwerpuncte seiner drei Spitzen zusammenfällt. Be- 
zeichnen also Z/, 2|, 2, 25 u. s. w. die vom Schwerpuncte s’ der Grund- 
fläche 4’B’C'D'.... N’ und den Schwerpunecten ihrer einzelnen Dreiecke, 
und eben so Z”, 2,, 2), 23 u.s. w. die vom Schwerpuncte s‘ der Grund- 
fläche B’'B’C"D"..... N” und den Schwerpuncten ihrer einzelnen Drei- 
ecke auf den senkrechten Schnitt ABCD.... N gefällten Perpendikel, so 
hat man für den Inhalt I” der gröfseren prismatischen Säule, welche 
ABCD....N und 4'B’C"'D’.... N’ zu Grundflächen hat: 


I' = a.2/ +a,.2,+4,.2;+.... 
und für den Inhalt 7’ der kleineren prismatischen Säule, welche zwischen 
ABCD....N und A’B’C'D‘.... N’ liegt: | 


l = a.2, +4. +0,.2;+.... 
Bekanntlich ist aber u 
‚I,2' = 4.2, +9.2, +4,:2)+ .... 
und De 
N I2 = a9 +95 +0. +... 
mithin ist der Inhalt 7 des zwischen 4’B’C'D’....N’ und A"B"C"D".... N“ 
enthaltenen Prismass = I’— I = S(Z’—Z'), oder, da der Schnitt 
ABCD....N äuch auf der barycentrischen Axe senkrecht steht, also 
Crelle’s Journal d. M. Bd, XXIII, Hit, 4. 3 | 
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Z'— Z = s's' ist, = 8.s's‘‘, also, wie behauptet 'wurde, gleich dem 
senkrechten Schnitte, multiplicirt mit der Länge der barycentrischen Axe. 

Es folgt hieraus von selbst, dafs „wenn man in der barycentrischen 
Axe einer prismatischen Säule irgend zwei Puncte annimmt, und durch 
jeden derselben eine Ebene legt, welche die Säule und ihre Kanten schner- 
det, so dafs ein schief oder parallel abgeschnittenes Prisma entsteht, dieses 
Prisma immer den nämlichen Inhalt habe, welche Lage man auch den schnei- 
denden Ebenen geben mag, wenn dieselben nur stets durch jene beiden 
festen Puncte gehen.” Ä 

Beweis zu 2. Nennt man den Winkel, welchen z. B. die Grund- 
fläche 4’B’C'D'....N' = 8’ mit einem auf der barycentrischen Axe senk- 
rechten Schnitt S’ macht, «, so ist bekanntlich 8’. cos&= 8, und man über- 
zeugt sich auch leicht, dafs, wenn p die Länge des von dem Schwerpuncte 
s’‘ der anderen Grundfläche auf 4%.B’.C'.D‘.... N’ gefällten Perpendikels 
bezeichnet, stets 5’s’ — —_ sei. Substituirt man die Werthe von S und 
s’s’ in die obige Formel 7= S.s’s‘, so geht sie in I= $’.p über, oder 
es ist „der Inhalt eines beliebigen Prismas gleich dem Producte einer je- 
den seiner Grundflächen in das vom Schwerpuncte der anderen auf sie 
gefällte Perpendikel.” 

Dafs „der Inhalt einer Grundfläche (oder. irgend eines Schnittes) 
um so kleiner sei, je mehr der Neigungswinkel der barycenirischen Axe 
gegen dieselbe sich einem rechten nähert,” läfst sich allerdings, wie Bd. XVI. 
S. 90 angeführt wird, aus dem letztern Satze oder der Formel /= $’.p 
leicht herleiten, indem, wenn man sich die Grundfläche um ihren Schwer- 
punct beliebig gedreht denkt, I, wie oben bemerkt worden, unveränderlich 
bleibt, dagegen p offenbar um so gröfser wird, je, mehr der Winkel der 
barycentrischen Axe gegen diese Fläche sich einem rechten nähert, möchte 
aber wohl einfacher als eine unmittelbare Folgerung der bekannten Rela- 
tion S= S’.cosa angesehen werden können. 

Es mag nicht unpassend sein, wenn wir hier dem Satze 1. einen 
andern anschliefsen, welcher sich ganz analog ausdrücken läfst, nämlich: 

II. Die convexe Oberfläche eines beliebigen, schief oder parallel 
abgeschniltenen Prismas (oder Cylinders) ist gleich dem Producte seines 
Umfanges in die Länge einer durch den Schwerpunct des Umfanges, mit 
jener Are parallel gezogenen und von den beiden Grundflächen begrenz- 


ten Geraden. 
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Der Inhalt einer jeden einzelnen Seitenfläche des Prismas ist näm- 
lich, als der eines Trapezes, gleich dem Producte der auf ihr liegenden 
Seite jenes senkrechten Schnittes in die Länge der geraden Linie, welche 
durch die Mitte oder den Schwerpunct dieser Seite mit den Seitenkanten 
oder der barycentrischen Axe parallel gezogen und von den Randkanten 
begrenzt wird. Die gesammie convexe Fläche ist also gleich der Summe 
aller so gebildeter Producte, oder, wie man leicht einsieht, gleich dem Um- 
fange des ganzen Schnittes in die Länge der durch den Schwerpunct die- 
ses Umfanges mit der barycentrischen Axe parallel gezogenen und von den 
Grundflächen begrenzten Geraden. 

1V. Sind von einem beliebigen. Prisma (oder Cylinder) die eine 
Grundfläche, die Lage der Seitenflächen, oder die Richtung der Längen- 
kanten und der Körper- Inhalt gegeben, so ist die Gröfse und Lage der 
anderen Grundfläche zwar unbestimmt, aber in allen ihren unzähligen 
verschiedenen Lagen geht sie stets durch einen und denselben bestimmten 
Punct, welcher zugleich ihr Schwerpunct ist und auf der barycentrischen 
Are des Prisma's liegt. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge von I. und II. Denn nach I. 
liegt der Schwerpunct der veränderlichen Grundfläche stets auf der bary- 
centrischen Axe, deren Lage offenbar durch die feste Grundfläche und die 
Richtung der Seitenkanten vollkommen bestimmt ist; und nach 1. bleibt 
auch, wenn der Inhalt Z und die Grundfläche S’ sich nicht ändern, p oder 
die Entfernung des Schwerpunctes der veränderlichen Grundfläche von der 
Ersten, fortwährend dieselbe. 

Wie man die obigen Sätze I. II. IH. IV., welche für Prismen von 
einer beliebigen Anzahl von Seitenflächen gelten, auf Cylinder ausdehnen 
könne, ist bekannt, und bedarf hier keiner weiteren Erörterung. 

V. Wenn die Grundfläche einer Pyramide der Form und Gröfse 
nach, und wenn die Summe der an der Spitze liegenden Kanten gegeben 
ist, so ist ihr Inhalt dann ein Maximum, wenn jede durch die Spitze 
der Grundfläche parallel gezogene Gerade mit jenen Kanten Winkel «, ß, 
Yırı.. bildet, für welche stets die Gleichung cosa + cosß + cosy-+.... = 0 
statt findet. 

Beweis. Es sei P die Spitze einer beliebigen Pyramide, ABCD....N 
ihre Grundfläche und S die Summe aller an der Spitze liegenden Kanten 


derselben. Nimmt man nun die Grundfläche als die Ebene der AXY eines 
38 * 
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rechtwinkligen Coordinaten- Systems an und bezeichnet die Coordinaten 
der Spitze P mit x, y, 2, die Ordinaten und Abscissen der Eckpuncte der 
Grundfläche mit Yı, 5 Ya, %25 Yay rs Yay Zi U. 8. W., so muls, damit der 
Inhalt ein Maximum sei, & offenbar ein Maximum werden. Es ist aber: 
v@— a" Hr —N+F) +Yle-’+Yr— +2) 
+Vr(@—- as’ try’ +D)+.. = S. 
Differenzirt man diese Gleichung in Bezug auf z und 2, so wie in Bezug 
auf y und z, so erhält man: 


nen yron tt] 
+ ta te --2latmtet+--]; 








gr = latmtrt-l 
Setzt man also R und 12, wie das Maximum von 2 bekanntlich ver- 
langt, so ergiekt sich: 
57. +” + te. as 0, 








ze 5 +55 Arte —0, 


Da jede dieser An ben für jede Lage der Axen statt findet, so ist 
das Maximum durch eine derselben offenbar vollständig characterisirt. Die 
erstere aber bezeichnet nichts anders, als dafs die Summe der Cosinus der 
Winkel, welche die Kanten PA, PB, PC, .... mit einer beliebigen (als 
Axe der X hier angenommenen) Geraden in der Ebene der Grundfläche, 
also auch mit jeder durch die Spitze der Grundfläche parallel gezogenen 
Geraden bildet, = 0 sei. 
Cleve, den 29. Nov. 1836. 
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14. 


Theorie der Modular-Functionen und der Modular- 
Integrale. 


(Von Herrn Prof Dr. Gudermann zu Münster. ) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im Isten, No. 10. im 2ten, No. 15. im 3ten, No. 21. im 4ten Hefie 
des achtzehnten, No. 2. im Isten, No. 8. im 2ten, Ne. 12. im 3ten Hefte des neunzehnten, No. 9. im 
Isten Hefte, No. 12. im 2ten Hefte zwanzigsten und No. 15. im 3ten Hefte ein und zwanzigsten Bandes.) 





Siebzehnter Abschnitt, 
8. 223. 
Die sieben verschiedenen Fälle der Integration y= fi: Fi wenn R die Form 
0 


A+Bx?+Cx* hat. 
dx e 
Die Integration y BRITEEITTERT, 2) für y<1. 

Verstehen wir unter m und n beliebige positive, also unter m’ und n’ 
ebenfalls positive Zahlen, so kann R eine von den Formen haben: 

m’ trmnya+n’z* für y<i, 
m"—ımnya+n’x* für y>I, 
m’+2mnye®+n’z* für y>1, 

m" +Imnye—nx* fü yZ20, 





ISSNN 
ul 


—m+2Imnyaz’+n?’x* für ySo0 
R= —m’ -2mnye®-—nx* fü y>1. 


Der zweite Fall gestatiet noch eine Unter- Abtheilung, wie wir 


nx? 


- » 
nachher sehen werden, je nachdem — <1 oder *->1 ist, so dals es 
m 


also sieben von einander zu unterscheidende Fälle der Integration giebt, 
welche wir der Reihe nach in Betracht ziehen werden. 
Befassen wir uns zunächst mit der Integration 
an ir dx 
y 4 V (m? +2mnyxz’+n? x*) 
unter der Voraussetzung, dafs im Ausdrucke R= m’+2mnyz’+n’z* 
die absolute Gröfse von y<<1 ist, dafs übrigens y positiv oder auch ne- 
gativ sein dürfe. Unter dieser Voraussetzung kann R nicht in zwei reelle 
quadratische F'actoren von der Form «+ßx? und a’ +Pß’x? zerlegt wer- 
den. Stellen wir den Ausdruck zunächst also dar: 
dx 
ın 








2 
’ nl Me) 


m 














302 74. Gudermann, Theorie der Mod.-Funct. und der Mod.-Integr. $. 224. 


und erinnern wir uns, dafs dem $. 47. gemäls u = vr Si {%) 





1— cenu 


1-+enu 
mit 1+ 2 (AP— A’)P+ 1% identificiren; hieraus folgt a =t, also =! v. 


k n? 
ist, wenn = gesetzt wird, so werden wir 14-2 a’ + —, x 


und — —yar? = (k*— RP) = (1 —2K)t, oder y=1—2%, dr = dry" . 
” ei TER u ot _ _+0u 
ns ea V (mn) V(1+2(k’? — k?)ti?+t)” V(mn)’ 

t—=x—=0 ist, so folgt 





und da für 2 = 0 


4.u 


ul An V (mn) ’ 


o <=" ent _ YR fangjamu = m 1—eonu __ m sn u 
4 u ir“ 52 tn" mu ° "m 'i+en«’ 











8. k= Kor und k'= 1 t2, 


Vertauscht man y mit —Y, so bleibt der Modul reell; es vertauscht sich 
nur Ak mit KK’. 
Für v=-0 ist =0 udy=0; füru=K ist z=y” und 





y- a firvw=2Kitz=4wdy= van‘ Seizt man y=cos?%, 
so ist k=sin® und k’= cosh. Ist das Integral y = faz3 en) 


gegeben, so hat man nur K—u für u zu setzen. 
Zusatz. In manchen Fällen ist es zweckmäßsig, 2« für u zu | 


setzen. Man hat dann 


'm 'm snu 
und z= V.inudnu= 1, 
n 8nCcu 





u u 
FR V (mn) 
und die Bestimmungen des Moduls sind wieder k = v>? und X = >. 


$. 224. 


0% 
Die Integration y Ns nn für y>1 
0 





Soll y= u integrirt werden und ist im Ausdrucke 
0 


R = m—Imnya?’+n«* 
die Gröfse y positiv und zwar >1, so müssen zwei Fälle unterschieden 


a n.x? : 
werden, je nachdem —— < 1 oder >1 ist. 
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L - 
1. Ist erstens —< 1, so identificire man im Ausdrucke dy = 





dr die Wurzelgröfse mit dem Nenner im Ausdrucke 


m. Y(ı "ya + . —) 


31 . 3 
von du= VaA-UrRLRR) für ©=snu; dann ist 
an 1+ k? 


- = kt" wd Pi+Ä)= ze x’, also —. V 
hieraus folgt aber durch Auflösung: 
. k=y—-vV(’-D, 
2... 2 = V(**).snu, 


3... y= RR 


mn 


Diesen Formeln gemäfs ist für v=0, =0 und y=0; für u=K&K ist 
= u nd y=V--. K, und füruv=2K ist z=0 wdy= wi . 


m n" 











1 r 1 — cos?2# 
Setzt man y= sin26’ so ıst k = mar r nn N oder 
k= tangd ud = V (c082) h 
cos d 


Soll y abnehmen beim Wachsen von x, so hat man nur K— u für u zu 


Vert= 1+k und Yrzt= t—k 


setzen. Man beachte auch, dafs ayk ayE’ also 


VI = 1—k . int, 
+1 "Ir' 
2. Ist zweitens > 1, so erinnere man sich, dafs man, wenn 


u Er ui ot EN 
{= Duiu= —,, ist, dem $. 17. gemäls uf B-U+RRFR hat; 


die Werthe von Zf, von #=1 an, wachsen ohne Ende. 





Io; arg pr nun mit der Formel 


ku 2 = die gegeb = uf; _ 
V( U + er ene y= V( u, ur 


2 2 
NnX -f EN un uni 2 _ ?2n 











und setzen zu dem Ende ur f x, so erhal- 


ten wir ==" 1). t, seoyle), ot, also ER ERS oder y= 


V—. u, und +eny daher haben wir nun wieder 
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1. k=y-v(Y—1) 
nm VG) ; ir ’ 


5. ya VH).u. 


Es ist aber für u= 0, = y", y=0; ffu=Kite=} und 





Zusatz. Will man einen gröfseren Modul % mit einem gröfseren 
Argumente u dem $. 51. gemäfs einführen, so hat man in den drei For- 


meln des ersten Falles k' statt Te zu setzen, und also 


RE! | deu. ne? 
ee 77 ea = ie 


2. Le 


1 ku 2 u 
RR FrYri nr Varrn 7 


so, dafs man, wenn man den Modul nicht weiter ändert, aber ?« statt % setzt, 





1 
2 —=Y”.kmusmeu wd y= }--.ku, oder 


2 
mn(1-+7) ve 


u 
m Sale 





‚snu.sncu und y = Y 


erhält. 

Will man auch 2m zweiten Falle, wo > 1 ist, statt des frühe- 
ren Moduls einen gröfseren setzen, so hat man, wenn er wieder mit k be- 
zeichnet wird, ebenfalls 








2 —1 
. k=V—. ud = V/T. 
‚+1 +1’ 
 ıa/m ı/l-+dncu 
uw n 'P1—ducu’ 
’ 2 1- du __ 2 u 
N Are ir Diss VEN? 


so dafs man, wenn man auch nun 2 statt u setzt, ohne den Modul k = f.3 


ri 


zu verändern, 


m ‚/i+Kk’ 1-+K% tn?u BER 2 
<=) IF Ira my = Von m 








erhält. 
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$. 225. 


. ' 0x 
Die Inteeratio = /. 7 ; 
i gration y | Vm® Fimny.z niet) für y>1 


Die vorgelegte Integration bezieht sich darauf, dafs für 2 = tn, 


ot 1 dx 
ke 2142 24 Da = = ver 2 ist, 
Irarazı at) © Iyfrter+ie) 


so setzen wir 














n 


„=krt unl ya = (1+%”)rV. 


Hieraus folgt x = ver. t, also dr — =. ot, folglich 


ot 
fe Va JVU+(+%h?)t?+- kt)’ 
Kerner haben wir 
__41+%? 2 __2YV%k 2 _2Vk vu ie 
Y= Ip, also = irr> 4,17 IR N, FIT IR 








und 
l. K=y—-v(Y—1, 


2. 1 = ve). tn, 
ne 


Diesen Formeln gemäfs ist für v=0 auch 2=0 und y=0; aber für 


u=Kitz=e} udy= V().x 


mn 





Will man statt des früheren Moduls %, dem $. 51. gemäfs, den wächst 
kleineren einführen und ihn wieder mit % bezeichnen, so hat man 








u 
u y+1’ = VA +1’ 

u: en EEE fe ee 
r dn « nn" eonu " "m "Pirsnc2u’ 








1 2 
ER mem 
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$. 226. 


Die Integration y N =) für zZ. 
0 





a M ot La 
Setzt man 2= cncu, so ist u= ar ap —hete) oder 

















Kun ot A af; ot ” 
U rare m Bi I re ee 


ist, so wird man 
nx? k 


2 u 
.Ü und — gl 


In k?— k'? 
ud 4 = 


m k'? 








setzen, also 2 = - 4 twdor= Va mithin 


n " 





/ _ I 2 \ 
Var UN EEE = Re) 


Da aufserdem 





k? — ki’? 1— 3 
u 


ist. so findet man 


4 = vyi+yY)—y, oder 2 = viU+YW)+Y 
an I-YoarD’ 
ee / a +1) und K = / een 
2, dt = ver). COC%, 
1 


3. y = VER): z= ern 


also 




















mk 


Hiernach ist für v=0 auch z=0 und y=0; für u=K aber ist z = Y— 


E).2K. 


mn 


nk' 
und y=Vl K; fürc—=2K ist z=0 und y=V( 











| 
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$. 227. 


6) . 
Die Integration ZT Kernen, für zZ. 





Nach $. 17. ist, wenn = (Inu = a gesetzt wird, 
ku a 6 
K3 \’ 
rr 14 + lt) 


und da y= fr IpBr, A, ) ist, so wird man setzen: 


er ER 6 
m k ı 








2) k?— k’? 
ıY PR Dre 


m ver k? 


woraus 2 = ve n. t folgt, also ox = ver 4 ). ot, folglich y= VE „). ku 
und 





k? — k’? 


bi a 2REK 
also 


2 1 2 
= vyA+Y)—y de „= vU+W)+Y 
Daraus folgt: 


EN 
1. ER Vo#D und = Fb = 


k 
ER VER): cnu? 




















1 
2 vu Vlh) mn n 
V(*+1) 
nd 
Für v=0 hat man also = Ver) und y=0; füru=K hat man 


aber z=4 und ln) K; für u=2Kha man = — 7 und 


mm 
= (7)? K 
Anmerkung. Setzt man in $. 226. und $. 227. y= — cot?2d, so ist 
k=sin® und k= cost, also 2 — tangt. 





39 * 
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$. 228. 


) 0% ’ 
Die Integration el für > 1. 


et i 
Ve) 








Wird 2= dncu gesetzt, so ist Kdu— 








e X r j 
oO — 4 . 4 . 
und da ö, aa „zn ist, so wird man setzen: 
| m m? 
_ 4-+-%: 2 E 
m ki m k' 
Hieraus folgt 2 = V( =). i, do ve - >): ot und 
141‘? 
y- > 
2  _2V% DE; y—1 __1-—k' 
also Vor —irW’ Vi ie Kg 


l. K=y—-vV(Y—1) 
. u V()- dnea == Yer): an ) 
3. Mn V)-w 


Hiernach ist für v=0 die Gröfse = vee>) und y=0; für v=K ist 
-—=Y(- (=) und y= Ye K wd füüxz=2Kit = vr*) und 


mn 
= Van) K 


Will man statt des früheren Moduls, dem $. 51. gemäfs, den nächst 
kleineren einführen, und ihn wieder durch %, das neue Argument aber 
wieder durch bezeichnen, so hat man 











%' 2 
k= ViIg, 2 y+1’ 


E- 1—k 1+%ksn? u 
n "YiA+k'1—hksn?u’ 





2. zB 





m de “: / PREREER 2 
Yan sin Von“ 














Siebzehnter Abschnitt. | 229. 309 


$. 229. 
h da ER 2 EEE RR 
Die Integration vn y= ygp; wenn R eine biquadratische Form mit vier imaginären 


Factoren vom ersten Grade in Ansehung von x ist. 


Ist Oy =. 72 zu integriren und ist R=0 eine biquadratische Glei- 


chung mit vier imaginären Wurzein, so kann R jedenfalls dargestellt wer- 
den als ein Product von zwei quadratischen Formen 


1. R=(ar?!br+cr)(a +2b)'c+cı?), 
so dals a, db, c, a‘, db’, c‘ reell sind. Die Gleichung a +2 bc + cx = 0 
giebt zwei imaginäre Wurzeln und «+ 25bx’+c’=’=0 die beiden anderen. 
Wir betrachten beide quadratische Formen als positiv; denn wäre 


die eine positiv und die andere negativ, so wäre YR imaginär. 
—b+Y (b’—.aec) 





Wird a+2b2+ cx’=0 gesetzt, so erhält man 2 = 


P/ 
® 


und beide Wurzeln sind imaginär, wenn @c—b? positiv ist; aus demselben 
Grunde mufs ae’ — 5’ positiv sein. Wir setzen also 
2. m=ac—b, m” = ac—b”., 


Da a+-2bc+cer’ = (a+ba) tm’a? _ m —+m? 


- — ist, so ist, 
da die Zähler dieser Brüche positiv sind, BC RUE nur dann positiv, 
wenn @ und c positiv sind; aus demselben Grunde müssen «’ und c’ po- 
sitiv sein. Von den sechs Gröfsen a, b, c, a‘, b’, ce‘ dürfen also nur 5 und 
b’ als positiv oder negativ angesehen werden; die vier übrigen Gröfsen 
sind immer positiv. 








Setzen wir 
g ft a+2bxr-+ex? 
a — a +2b'r cz?’ 


so hat man rückwärts zur Bestimmung von & die unrein- quadratische 


Gleichung 








ri +2(% u) guet ; 0, 


ec’ v? e— cv? 
und setzt man zur Abkürzung 
v= be} — (aa )(c— cr), 
so haben wir, durch Auflösung, 


N dd —(b—b.v?)LVV __ aa 
; 19° e— cv?  —b-bur)FVV’ 
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also e—ev)e+b—b’v)=+yV, oder auch b+c2— (db + co)" — 
+y'V. Das eine von den beiden Vorzeichen + bezieht sich auf die eine, 
das andere auf die andere Wurzel der Gleichung (4). Wir werden un- 
ter x im Nachfolgenden diejenige Wurzel verstehen, für welche YV das 
Vorzeichen + hat, so dafs also 
b+c2—(b’-+cr)”"” = yV 
ist. Differenziiren wir die Gleichung («+ 2b’ ce + cl )v”" = a+?2brc+cz, 
so erhalten wir 
+ cz) dx +(a 2b’ c+ez)v.ov = (b+or)dr, 


oder 
(+c2—(b’+Hcz)v)dr =Odv.yR, 
also 


ox.YV = Odv.yR, oder FE =7y 
und also a; 
6. yon vy' 
Das vorgelegte Differenzial ist also nun in ein ähnliches, aber ein- 
facheres umgeformt worden; und da nun der Ausdruck V nur die zweite 
und vierte Potenz von ® enthält, so kann das Integral nach den früheren 


Bestimmungen gefunden werden. 


S$S. 230. 
Entwickeln wir den Ausdruck V, so erhalten wir 
V= —m+ (ac + ca —2bb)v — m" rt, 


oder 
V= —m’+2mm'y.v’— m” v, 


wenn wir zur Vereinfachung setzen: 
Imm'y = ac'+ca—2bb‘, 


und also 
ac -+ca’ —2bb' 


NS Va) VW)" 
Dem $. 228. gemäls finden wir nun sogleich die folgenden Formeln: 


mk' 1 
dne = V ee oder 


? 











, fie = vn) vetzketen m 
eu = EN AEREEER. 
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’ wi y—-yy—1, alo k=y(AvY—-D)(y—V Y=D) 
| = VOM) =vVah)yY—l) 
4. y= V(&-):«. 


Vertauscht man die beiden quadratischen Formen a +?br + cr 
und «@-+25’2-+c’x? mit einander, also « mit a‘, b mit 5b‘, c mit ce’, folg- 
lich auch m mit m’, so bleibt y und folglich auch 4’ ungeändert, aber « 
wird, den F'ormeln (2.) gemäfs, dadurch mit K—« vertauscht. 








Man findet eigentlich dy = + —). du, und wir haben dy = 


+YV- “ geschrieben, unter der Voraussetzung, dafs beim Wachsen von % 





auch y Ei x wächst. Es Pe sich in der That diese Bedingungen mit 
_ 4 a+2br+er? 
—ae+2b c+ex? 


. . .. > 02% .,®. . ® 
sen soll, so muls ri Differenzial- Verhältnifs 37 positiv sein, wenn wir 


von @=0 an wach- 








einander vereinigen. 


„_ a+2br+er? Re 
<= 119 Vates at er - selzen; wir finden aber 
_ («+2b’+e22)(b+ex)—(a+?br+ex?)(b'+e x) 
(« +2b’c+c’x?)? 
_ ba—ab'+(eW—ac)c+(ch"—be)x? 
u; (“+2b'c+cx?)? : 
und soll dieser Bruch positiv sein, so muls 
ba’ —ab'+(ca—ac')c+(cb’—be‘)x” 
positiv sein. Wir werden bald nachher einen einfacheren Ausdruck der 
Bedingung finden, unter welcher die drei Gröfsen x, y und « EIPIOIOTER 


wachsen und abnehmen. Da du = Verr).2y = ve) .z — ist, SO er- 
halten wir 


4 


1-55 





| 





(1) 
mox medx I m 


a+?bxtexr? ” (cat fm? wid 


m 











dnu.dou = 


Das Integral dieser Gleichung ist 
cx+b 
9. amu = arc tang (°7 )+a, 


wenn man durch a die Constante der Integration bezeichnet. Setzt man fer- 
ner A gleich dem Werthe von x, für welchen «=0, und B gleich dem 
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Werthe von z, für welchen «= KR ist, so haben wir die Formeln 
tanga = — —— und cota = ——, 


woraus rückwärts folgt: 


— b—mtang Em | 
6. A= 5 -  OE b+meote 
c 








Hieraus leiien wr B—A= - (cots-+-tanga) ab, oder auch 


.. Baia 


esin?« " 





Hiernach wächst also x wirklich, wenn & positiv und < 47 ist, oder zwi- 
schen den Grenzen O und 47 enthalten ist, und wird B sogar unendlich, 








und A= Zn wenn == ist. 
Multiplieirt man die Formel für ducz mit du, so erhält man 
= m’dx - m’c’dx 
dneu.ou = a+2V a +ca2 7 (ec +b)? + m‘? ’ 


also 


ce xc-tb’ 
8. amceu = u’ —arc tang (CF), 
m 


wo a‘ ebenfalls eine Constante der Integration bezeichnet. Hieraus folgt, 
wenn man ua=0 und v=K& setzt, 

















ce A+b' ce B+b’ 
cota’ = — 2 und tanga’ = — + : 
m m 
also 
— b’ — m’ cot.«' — b' 4 m’ tang a‘ 
9. A= ne ud B= — en 


woraus wir noch durch Subtraction herleiten: 


B-A= ”(cota’+ tang a‘), 





oder 
ne ee 
c’.sin2«’ 
Die Vergleichung der beiden Formeln für 3— A giebt noch die Proportion 
m' __ c’.sin2«’ 





m ce.sin?« " 


$. 231. 


Um die beiden Constanten & und «’ in den F'ormeln (5.) und (8.) 
zu ermitteln, d. h. durch die gegebenen Constanten auszudrücken und noch 
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andern Relationen zu finden, schlagen wir einen besonderen Weg ein. Es 
1 — dn? u u. Ba 2i 

. 2a — 

ist iu 27, 3° Substituiren wir hierin den Werth 

ml’ a«+2b'x-+c' x? 

m’ "a+?brc+tcx?’ 








dn’« => 


so erhalten wir 
/ 9 2\_ mkla / 123 
nu En .— “r ee > en ‚ oder, anders geordnet, 
2 (m’ a— ml’ a) 2 (m’b—mk'W)ce + (m'e—mk’c') x? 
num; (m a’ — m’ k' a)+ 2k‘(mb’— m’ ki’ b) a+k’ (me’— m’ I e) x? ' 
Nimmt man aber in der Gleichung (5.) $. 230. auf beiden Seiten die cykli- 
schen Tangenten, so erhält man 
cz+b-mtange __ (b--m tanga)+cx 
m—(cx+b)tange  (m—btange)—cxtange ’ 
(b-+mtange)? +2c(b+ mtange)r—+te? x? 
(m—btanga)? — 2ctanga (m— btang a) +c? tang? a. x? * 
Dividirt man den Zähler und Nenner des ersten Bruches durch m’c—m%‘ ec‘ 
und den Zähler und Nenner des zweiten Bruches durch c?, damit &? in 
den Zählern beider Brüche Eins zum Coefficienten habe, so müssen die 
beiden Ausdrücke für in*w identisch sein; daher haben wir die Gleichungen 
kan. tang y: .. m’ a— ml’ a’ 
c m’c—mk’c'’ 
b+-mtangea __ m’b— ml'b‘ 
c — m’c—mk’c’ 














inu = also 





inu = 




















kam no _— k(ma'’— m’ k’ a) 
c * —  m'c—mk'c' 
(m —btangae) __ k’(mb’ — mk’b’) 


c — m’ce—mk' ec 


’ 








— {ang da ‚ 


k’(m ce’ — m’ k’ c) 
m’ c— mhk’ c' 





tang’a = 


Dividirt man die erste Gleichung durch die zweite, und die vierte durch 
die fünfte, ferner die dritte durch die vierte, so erhält man, ohne alle Zwei- 
deutigkeit, 











PE —b— mtangua _  mk—mkb _  ma—mk‘a 
.. r e  .@TTmemked T  mb— med’ 
2 B-—- —b-- m cot« mb'’—mlb __ ma—m'k'a 
Me BRBTENE TE — me—mihe — "mb —mil7b’ 


und es sind also schon A und B auf zwei verschiedene Arten durch 
a, b, c, a‘, b‘, c'‘ und den conjugirten Modul A’ ausgedrückt worden. Iden- 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hit. 4. 40 
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tificirt man die beiden Ausdrücke für A und auch die beiden für B, so er- 
hält man die Gleichungen 
(m’b—mk'b'’ = (m’a—mk’a’)(m'’c—mk'c'), 
(mb’— m’ k'b)” = (ma’ — m’ k'a)(mc'— m’ k'c); 
entwickelt man dieselben, so reducirt sich eine jede auf 
k—2y.k +10, 
woraus, wie oben, folgt: 





Bee Zus Li A 
Nach diesen Vorbereitungen ist es nicht melır schwer, die Tan- 
genten der Constanten & und «’ in den Formeln (5.) und (8.) $. 230. 
ebenfalls durch die gegebenen Constanten auszudrücken. Die Formel 
tang’a = ee übergehen wir, weil sie eine Zweideutigkeit mit 
m’ c—mk’c’ > 
sich bring. Da mtange =—cA—Db ist, so finden wir, als einfachste 
Ausdrücke: 
Köe—ch) _ me—m'ke 
m'iec—mkc 7 be—ch' 





3. dtangıa = ; 


be — ch’ mc —m’h’c 
m’c—mk’c ”— k(be—ch')’ 
woraus auf der Stelle die einfache Relation 

5. tanga.tanga’ = k’ 








4. cotu’ = 





folgt. Da ferner 























m’ c / / IA, 
me me — m’k’c re ü 
ot tanga = — _— En  ZE 
cota -Tianga be’—cb’ k(be—.cb’) sinda on 
mc’ 
wo m’c+m’c— ml c’ nt 2 
cota’+tanga’ = — — ee men 
” bei— ch‘ k’(be'— ch‘) sin 2a’ 
ist, so erhält man | 
6 u 2. 7 m’ k? | 


(be — cb‘)' 


Da nun x von A bis B wachsen soll, während # von Null bis K 


z A " mm’ k? dien 
wächst, so mufs die Differenz B— A positiv sein, und da pr positiv 


ist, so muls 


be'’—.cb' positiv sein. 

Findet sich die Differenz dc’—cb’ negativ, so wird x abnehmen, 
wenn % zunimmt; und umgekehrt. Man kann aber immer bewirken, dafs 
diese Differenz positiv ist, indem man nur a mit a’, 5 mit d’, c mit c’, und 
m mit zn’ vertauscht. 
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Kehren wir die Gleichungen (9.) und (8.) um, so ist 
sen ex +b' 





























tang(amu — a) = —— und tang(a’—ameu) = m also 
m inu—tange 
= — 
+: "1-+-tangetnu? 
Re v m! tange'— tncu 
ig ec "1-+tanga’.tncu? 
oder a 
- m tang «@ m—btang 
ER + ( 2.) tn « 
eh c c sn 
ih 1-+tang«.tnu ! 
m . — b— mtange bb’ —ac-mml! m—btanga 
Werden die Werthe = u 3 BR 
c be—ch c 
kW b— ml’ m ce’ — m’ kl’ c ER R . 
”- ——- 7 und tanga = ;— substituirt, so erhält man endlich 
be'— ch‘ be —chb 


bb’ — ac mm'k’+(m’l’b—mb/)tnu __ A+ Btange.tnu 
be' — cb’ + (mec'— m’k’c) tn w — —  1+tange.tnu 
ac—+ca —2bb’ 

2Y (uc—b?)YV (ac' — b‘?) 








Ta m 








Aus der Formel y = $. 230. leiten wir 


noch her: 


2 V [lad — ca)? —4(be— cb’y(ab'’ — ab’ 
vyY—i) = | 2V (ac—b*) V (ae — 3) - l; daher ıst 


DM u ac +c a —2bb"'—Y ((ac — ca‘)? —4(be — ch’) (ab’— ba‘ I 














s. Ka 2YV (ac—b?).V (a c' — b'?) 
1 
Setzt man y= 55: also 
2V (ac—b?)V (a! ce —b?) 
sin?29 = ee > hat man 

k—=tangd und k= ra 

c0osd 

$. 232. 
Zweites Verfahren der Integration. 
Ist einmal die Form des Werthes von x bei der Integration von Zr 


bekannt, unter der Voraussetzung, dafs R= (a +2br + cr?) (a +Yb’r-+ cr?) 
ein Product von vier imaginären Facioren des ersten Grades ist, so kann 
die Integration leicht noch auf die folgende Art vorgenommen werden. Es sei 


p-+grt _ (a=-mröt, 
i-+ri f) also 0x = "d-+ri)® s 
dann ist, wenn wir zur Abkürzung 





es = 





40 * 
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L = a+?2bp+cp; L = a +2b'p+cp, 
M=atbg+bp+tepg; M=a+bg+bp+cpeg, 
N=a+t2bg+cYg; N = «a+2bg+cg 
m’ —= ac—b’, m” —= u'c'—b? setzen, 
_ L+2Mrt-+Nr?t? . um? __ L’+2M'rt+N'r?t? 
a+2bc+cı — Teer und +’ cher’ dr / 


also 
PR (4 —p)roöt 
Y = VEFRMrtENFRE)VDLIM TIL N RR 


aufserdem ist bekannt, dafs Z, N, L’/ und N’ positive Gröfsen sind. Setzt 
man nun 





Ta 71 
Til, ni —=k”, M=0 wd M=0, 


so reducirt sich der Ausdruck auf 
_ (pr 


— V(LL) Jr IFmVCHRR, 





und es ist also BA u, wenn ze, oder = inu ge- 





setzt wird. 

Die vier vorhergehenden Gleichungen dienen nun zur Bestimmung 
von ?, g, r und A‘. Man findet durch wirkliche Entwicklung 

LN—M = m’g—p” und Z’N—M” = m”(g—p), 
und dd M=M'=0 sein soll, so hat man einfacher 

LN = m(g—p” wd L’N = m”(g—p). Da ferner 


Nr: kai N’ r? au 
2 1 und TER k 


sein soll, so hat man N’=m’(g—p), Z=rm’(g—p), Nr 
k"m"”(g—p)’ und L?= ;m’g—p); also 
Nr=m(g9—p), L=rm@g—p), Nr=km(—p), L’="77(g—p) 


‚__r?mm’ (g—p)? RE. 1 
Hieraus folgt LL'’= 1 ,„ also vom Vom ro 


y=VG)% 








>)’ und also 





wie schon oben gefunden wurde. Ferner haben wir 
L=L-—-M=b(p—gN)+erp—gN = (b-+cp)(p—g), 
N=N-M=b(g—p)+teg(kg—p = (b+cN)(g—p), 
Lv = L’—-M=b(p—N+erp—N = (b’+cp)(p—g), 
N = N—-M=b(W—p)reag—p = b+eNd—p) 
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und werden diese Gleichungen mit den vorigen verbunden, so erhält man 





rm = —(b-+-cp) und m = —(b’+c'p), 
m= rot) - km r+cg), 
oder 
r= ur... ww nl RER. A in vu 
u — m —5+ea’ Y - be m’ . 


Die Gleichungen M=0 und M'’=0 geben 
a+ba+mtrepg=0, dyrögtpmtergı=d; 
und hieraus folgt 
177 = er und pg = be —chbr 
Diese beiden Gleichungen dienen zur Bestimmung von p und g, während 


die beiden vorigen Gleichungen zur Bestimmung von r und %k dienen. 
Ehe wir nun die Formeln für » und g selbst herleiten, beachten 


wir, dafs, dem Ausdrucke 








pt yqr tn 
1+fr.tinu 


gemäfs, für u=0, e=p und für u=K, z=g ist und also p und y 
dieselben Gröfsen sind, welche früher mit A und B bezeichnet wurden. 
Betrachten wir nun dc’—.cb‘ als positiv, so haben wir 





2 m 























PER 4‘ .._—_4 bv"’—b f b Bin / 
u de Yllee en) ee —ed)] der auch 
V [(ac’+ca' —25bb’)? — 4 m? m’? 
ar = oe ee ] und also 
_ ed —ac'+YV[(ac’+ca' —2bb’)? — 4m? m’?] 
En 2be—ch) 
__ ea — ac'—V [(ac’+ca’ — 2bb’)? — 4m? m'?] 
abhert 2(bce' — cl‘) Fark 
Ferner ist r= ni rans und AAeDeg. also ist 
m r m 
1 __ e(q—Pp) 2 __ e(g—p) ne 
tra oder r = rt. 
Setzen wir also r = tang«, wie früher, so haben wir — Mir a 
sin2e& m 
. 2m 
sin u = 





eq—Pp) 
Eben so findet man Ir = za mt. ta, oder auch 





cot2a = 5. (2d+e(p+g). 
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Weiter ist f— — !HMCLEN ma L= —_ &tembten 
mm h‘ mm’ 
also ist 
vi Bis tBeteptnteeng. 
k' 7 m m’ 





und werden hierin für »+9g und pg die vorhin aan Werthe sub- 


stituirt, so erhält man 
4 / I u un! RN N 
bee + EN = — ae ca‘, 


und es ist also 


v __ ac+ea’—2bb’ nr ac-+ea—2bVl' ,, 
Kr Et mm oder A’ mm’ K+1=0 


wie früher die zur Bestimmung von %’ und also auch von %k selbst dienende 
quadratische Gleichung, woraus, wenn man 


























>) 
ac’ +ca’—2bb’ 
y— per setzt, = y—y(yY—1) folgt. 

Somit sind alle in den Formen =?" und yız ie 

1-+rinu mm’ 

vorkommende Constanten bestimmt worden. 

\ _ Pp+grtau z—p 

Aus der Formel = ang folgt durch Umkehrung tn u = TrE2% 


und werden hierin die aus den Gleichungen rm = — (b-+cp) und m = 
r(b-++-cp) gezogenen Werthe 














„s- an ne und y= m 
„eat 
substituirt, so erhält man inu = 2 en a . oder 
m—rb—cerx 1 we 
—)TY', EEE 
m 
amu = arclang(r) + arctang erw oder auch 


amu = «+ arc lang er 


Differeuziirt man diese Gleichung, so erhält man 


ua medx u moz 
—m?+b?+2bexr+ca? ° ar2br-tex?’ 


und weil v(- —) u = y, also 
m m’ u 


/ k X 
sen { — N P au 
v . ) ou eo V(a+2bxr-+cx?)VY(+2b'x+c x?) 
ist, so erhält man durch die Division, wie vorhin 


dnu = er yet, 

















a—2bx+ cr? 
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Das hier gefundene Integral ist 
“r . ” 
RR . V(a+2bxr+ca?)V (“+2bxr-+e'x?)’ 








dx Re 4 
“. Integral a+2bx + 0x?).V (a +2b'x+c'x?) ME V)- (uw), 


p mal 
wenn man %’ nach der Formel tnw’ = "0: oder dnw— Y( (ee) bestimmt. 


. _— k’ 
Für =} ist nı—=!, also amu =47-+« und dnu=y"- —, und für 


BE | ist nu— also amu =17—.. 
2 r ’ 


S. 233. 


welche Formen des ersten Grades in Ansehung von x sind. 


Hat die Gleichung R= 0 vier Wurzeln, und sind zwei derselben 
z=p und #=g reell, und zwei imaginär, so mag a+?2bxc + ca die 
quadratische F'orm sein, welche, = 0 gesetzt, die beiden imaginären Wur- 
zeln giebt. Wir sehen wieder # und mithin auch e als positiv an und 


setzen auch wieder 


m’ = ac—b’, 
indem diese Gröfse positiv ist. Unter der Voraussetzung, dafs @ positiv sei, 
ist der Ausdruck a+252 4+cx° immer positiv, welcher reelle Werth auch 
für & genommen werden mag; daher sind namentlich die Ausdrücke 
a+?bp-+cp’ und a+25bg-+cg’ positiv. Wir setzen also 
"= ar?!bp+tcep wd n” = a+?rlbg+teg. 

Wenn die Wurzeln p und g sich gleich wären, so würde man das 
Integral in Anwendung der Potenzial- Functionen finden ; daher sehen wir 
die beiden Wurzeln als verschieden an, und zwar sei wieder 

q>p,;, oder g—p posiliv. 

Bei der Integration müssen drei Fälle unterschieden werden, jenach- 
dem x entweder kleiner als die kleinste Wurzel p sein soll, oder zwi- 
schen den Grenzen p und g enthalten ist, oder gröfser als die gröfste 
Wurzel y sein soll. Wir behandeln den mittleren Fall zuerst. 

I. Ist & zwischen den Grenzen p und g enthalten, so sind die Diffe- 
renzen @—p und g— x positiv, oder mindestens = 0, und daa+ 25x + x’ 
immer positiv ist, so setzen wir nun 


R = (e—p)g—2)(a+2bx+c2') 
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und iniegriren also eigentlich 
= f 2: 
FINE 
Da em positiv ist, so setzen wir "Zr —v. Dann ist rückwärts 


2 u 
tt a ee ferner 

















© ud (Apur)” ;:? 

_ -mv 4 — 
pe nn 18 Ir Vena) = ER; 
auch findet man 

2 _ "+2 latbptNterNv: tn? vi 
a+r?2bc + = dos: 


Setzen wir also noch zur Abkürzung 


a+b(p+gN+te.pg = nn.y, 
so haben wir schon die Umformung 





Js 20% 
Myrns 4 V(n®+2nn’y.v-+n'?.vt) " 


Durch eine leichte Entwicklung findet sich n’.n— (nn‘y)’ = m’(g—p)?, oder 


va—Yy) — m(—Pp) j 


nn’ 
woraus ersichtlich ist, dafs y„’<{1 ist und die weitere Integration also 
unmittelbar naeh $. 223. ausgeführt werden kann. Setzen wir also 


= v2, k' = v2, so ist 





n 


BEE‘: }. n n 
v= ve = V -tang} amu, 





| u 
hr V (nn’) 
Setzt man nun y= cos?2%, also 








iO a+bp+Nterd 

F V(a+2bp+ep?)VY(a+2bg-+eg?)’ 
er m(9—P) 
can V(a+2bp+ep?)V(a+2bg+eg?)’ 


u! m(q—p) 
I Ha Feng’ 


so hat man 
k = sind und k= cos‘. 





‘ u 
Aus der Formel tang Jamu = v(#.3=2) folgt rück wärts 


 ngi—eanuW)+npfitenu) _ ngtn’p+(n’p—ng) nu 











ante) +r(itenu) "+n+(n—n)enu 
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Für w=0itz=pundy=0; fü uv=K& ist un BIER und 
Fra nt n‘ 


V (nn’)' 





K 
= 70m) ; fru=2Kit =g wdy= 


Man findet leicht 

n(y— a) — n’(e—p) 2 V (nn‘).V (ga—x)(2 —p)) 

n(g—a)+n’(e—p)’ also ons = n(g—a)+n(ae—p) 

Differenzirt man die erste von diesen Formein, so erhält man 
2nn’(y—p)dx 

(n(g— x) tn (2 — g))? ’ 





cnau = 








snu.duuou = 


V(nn’).dx 


und da ou = FR 


ist, 
2Y (nn’).(g—p).VYR 














snu dnu = le HERE HR’ also 
snu __ 22V (nn‘) ‚ae — —p) 
dnu ° qg-p YR ‚ oder 
_ RW Yinn’) 1/(ga—x)c—p) 
nackt q—p Ve. 


Es kann dieser Ausdruck noch etwas einfacher dargestellt werden. 
2h’.V (nn‘) __2/4cos?9.nn’ __ m(q—p) _ m(g—p) 


ap 7 pi und da nn’ u 4 a 2sin 6 cos 6 u 
2h’V(nn’) __ 1/2cotd.m 


er -— , und also 
q—p ap 

_2mk’ en 
(y—p)k' a+2bxc+ex?" 

Zu derselben Formel gelangt man unmittelbar, wenn man das Integral 


y- SFr auf ähnliche Art behandelt, wie in $. 229. und 230. gezeigt 


worden ist; an der Stelle der dortigen Function dncew haben wir jetzt die 
Function eneuw. Aus den vorigen Formeln folgt auch noch 
(„—p)V(a+2br-+ex?) _. „ana " 
n(g—a) tn (2 —p) und sncu — (—p)Y(a+2bx+cx?)' 
Soll iu den früheren Formeln x abnehmen, wenn % wächst, und um- 
gekehrt, so hat man nur durchgängig 2K— u statt u, also 47 —zamu statt 


amu zu selzen. 


Es ist 

















so hat man 





cuacu = 








dnu = 


S. 234. 
| II. Ist die veränderliche Gröfse x kleiner als die kleinste reelle 
Wurzel p der Gleichung R = 0, so ist die Differenz p— x und um so 
mehr also g— x positiv. Wir setzen nun 


R= (p—2)g—r)(a+?bxe+c), 
Crelle’'s Journal d.M. Bd. XXIII. Bft, 4. 41 
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und wieder m—=ac—b’, sehen auch wieder « und mithin auch c als po- 
sitiv an. Zu integriren ist nun 
=/7 —0dXr 
> ns VR ’ 
wenn y für z=p gleich Null ie und wachsen soll, während z von p 
an fortwährend abnimmt. Man erhält die auf diesen Fall sich beziehenden 
F'ormeln unmittelbar, wenn man in den Formeln des 8.233. —R statt R, 


also 2yR statt YR, u: statt « setzt und aufserdem Ak mit k’ vertauscht, 
wodurch cos2$ oder y sich mit — cos?9 oder — y vertauscht. Setzt man also 














a+b(p+N+teprg 
0022) = —Vla+t2bp+ep)V(at2bgateqQ) — ea 
Loa., m(q—p) hie da 
sin2) = V(a+2bp+ep?)V(a+r2bg+eqg?) va—Y) 
a 
he a+b(p+nterd KH 
%k = sind und k= cos, 


so erhält man 





tang}amu = vr. BF), 








9—x 

hi n'pi-enw—ng(i—cenu) __ n’p—ngqg+(n’p-+ng) enw 

—  alitenu)—n (l—cau) "— OO m—n+n'+n)enu 
u 


Er. V(nn') ’ 
wenn wieder gesetzt wird m =a-+?2bp+.cp?, n”=a+?2bg-+cg, 
_ a+b(ptgN+terg und yua—y) = m(g—p), 


— nn’ nn 








Nimmt man x unendlich grofs und negativ, so wird tang Jamu = 
= >1 und <}; daher ist nun % immer zwischen den Grenzen O und 


K enthalten. 

II. Ist die veränderliche Gröfse x gröfser als die grölste reelle 
Wurzel q der biquadratischen Gleichung R=0, so ist 2—g positiv und 
also um so mehr z—p. Wir setzen nun 

R = (o—g)(e—p)(a+2b2+02°), 


und suchen also das Integral y= f: Ei Die Formeln sind denen in 


q 
No. II. ähnlich; man hat in ihnen nur jetzt p mit g, also auch 2 mit n’ zu 
vertauschen. Setzt man also 
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1 u VE #79 
tangzamu = Are 
 ngq(i+enw—n’p(1— cenu) . a. 
n(1+cnu) — n’ (l—cnu)’ u yo V nn‘) 
n 
n'" 





Für 2=g ist nun v=0 und für =} ist tang Jamu — 


Zusatz. Die Formel dnx in No. Il. ist 
(a—p)VY(a+?2bxr-+cx?), 
n(g—z)tn'(p—r) 





dnu = 


in No. III. ist sie also 
dnu — IZPYlar2brter?) 
n(e—p)tn(@—gq) 


$. 235. 





Von den Integralen yafyane und alt 
0 0 


Es ist zunächst ( +x2y?2 +1) — xy? +1)=x°+1; setzen 
wir aber in den F'ormeln $. 232. a=1, 2b=y?2, also b=,, c=1, 


a«=1, V=—,, c'=1; folglich m" =1—4=m”, oderm=m'=y4, 








so it p+y=0, pg=—l1, ao p=—1 wmd gy=1, g—p=, 





"—2ry2+1=0, sin 2u= 5, also 2a=}4r, folglich r =tang« = 
tangir = Y?—1 (ode r=y2+1), y=2T,=3, also Yy—1) 


2 mm' 


= 2/2, folglich "= 3—2yY?2, also k=2y(3y2—4) Es ist also 
— 1--tang}n.tnu 














ee +1-tang;r.tnu’ oder 
1. Jamu = jr-tarctang(I+@y2) und num vo 2) Vin 
0x 
| ara = VO—AVD. 


0x 
1-+- x?) 
ment %‘ durch die Formel am u’ = 37 bestimmt wird, in welcher der Mo- 
dul ebenfalls A = 2y(3yY2— #4) ist. 

0x 


Da v(1—a)=y(1—z”)y(1-+2°) ist, so integriren wir Va-sy 
nach 8.234. Esitp=—1, y=1, a=1, db=0, ce=1, g—p=?2, 
n=1, p+g=0, pg=—1, also 





Hieraus folgt noch F: Y —= (u—u).y(6—4y2), wenn das Argu- 





41 * 
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tang?d = —=4, ao 9 = }r, folglich 
k = sinlz = ylt. 
Ferner ist n=y2=n’, also tanglamu = - z=—cenu und 
BL !.. a dx San vn 
, va” 4u, also ‚ü-)” 41(w—K). 


Man kann diese Integrale noch einfacher darstellen. Setzt man — x für r, 


so hat man 
0x 0x 
v(i—xt) . YvYi—xt 
und der Modular-Quadrant für den Modul A = sint7 ist 
K = 1,55407 46773 O1... nach Legendre. 











2. z= eu, = —1du, also 


$. 236. 
Die Integration von y= /: >, wenn R=0 nur eine Gleichung des dritten 


Grades mit zwei imaginären und einer reellen Wurzel ist. 


Ist R nur eine cubische Gleichung mit zwei imaginären Wurzeln, 
und hat diese Gleichung also eine reelle Wurzel, so können wir die Inte- 
gration unter die beiden in $. 234. vorgenommenen Integrationen subsumi- 
ren, indem wir uns vorstellen, dafs entweder g positiv und =}, oder p 
negativ und =} wird. 

Im ersten Falle haben wir für ein immer kleiner werdendes x: 

i“ dx 
Y = / VON tiefe’ 





und setzen wir 











u b-tep 2; 
cr) = —VeVüa+2iptep) © 
f} BER m an Br 7 
PN NE m _ .. YVi—r?) 
tang 29 = D-+ep m Zu y ’ 


so ist wieder ’ 
k=sind, k=cosd, oder k=y->? und K=y-tZ, 


tangzamu = ve .(p—2)) ‚ wenn ®=a+?2bp+cp’ und 
n” = c gesetzt wird, 


Vla+2bx-+cx?) __ er 








y= —“ _ und da = 








V (nn‘) n — Fa+2bp+ ep? 
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Im zweiten Falle haben wir zu Pr 





= Ve-oer (a+2bx+cx?))' 


Setzen wir 
in b+eq Eye “ 
= ya MIT Varlbgrem)’ 
m 


tang 29 — b+eg’ 
so it k—= sind und k’=cos®; ferner 
agjanı = Y(#-@—4), 
wem wir "=a, n”"=a+t?by+cd, 


— yar?bdbc+cx? Sr u 
dnu = en und y= Vom) setzen. 
0x 


. . za 7 Bm 
Zusatz. Ist zu integriren =) Yüts)’ also R=1+rr.= 














Ad+z)1—xc +2), soistg=—1l, a=l,b=—4, c=1, also n=1, 
n"—=a+?2bg+ceg=3, also n"=y3; ferne m”"—=1—14, also m=);,; 


ag =—;; also B=r—Iir=ir ud 9=5r7=75), 





k=sny,7 = , tauglamu = —. 
v3 





Aus dem gefundenen Resultate folgt vi vü 153) = SEE. wenn 
v3 





tang }amu’ = „ni gesetzt wird. 
v3 


Setzt man —r stalt x, so hat man 
V( ii W—u 
tangjamu = und = 
Ira: vu-ay) ) Y3 
Die Formel für %° bleibt as wie auch der Modul k = sin, 7. 





$. 237. 
Die Integration y= / a wenn R=( eine biquadratische Gleichung mit vier 


reellen Wurzeln oder R= (x — a) (x —b)(x— ec) (x —d) ist. 


Soll 3= = dy integrirt werden und hat die Gleichung R=0 vier 
reelle Wurzeln, die wir durch a, b, c, d vorstellen, und die so geordnet sein 
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mögen, dafs a <5b<<c<{d sei, und also die Differenzen dD—a, c—b, 
d— c, oder auch d—c, d—b, d—.a sämmilich positiv sind, so ist entweder 
R= (2—a)\c—b\2—c)\2—d) oder R= — (s—a)c—b)\c—c)\c—d); 
und im zweiten Falle mufs nothwendig einer von den vier zweigliedrigen 
F'actoren negativ sein, weil YZ reell sein mufs. 

It R= (2 —a)(@—b)(2 —c)(c—d), und wäre 2 zwischen den 
Grenzen a und 5 enthalten, so wäre die Differenz <—.a positiv, die drei 
anderen F'actoren wären negativ, also YR imaginär; ist x zwischen 5 und 
c enthalten, so sind 2—a und 2 —D positiv, 2—c und 2—d aber ne- 
gativ, also ist dann YR reell und = Yy((e—a)(@ —b)(c— x)(d— z)); 
ist x zwischen c und d enthalten, so sind die drei ersten F'actoren positiv, 
der vierte ist negativ, also YZR imaginär; ist endlich z zwischen d und a 
enthalten, wobei man sich einen Uebergang durch +4 von d nach a vor- 
stellen kann, so sind entweder alle vier Factoren positiv, oder alle vier 
Factoren sind negativ; daher ist YZR dann reell. 

Also ist Ylz—a)(ce—b)(2e —c)(2c—d)) nur dann reell, wenn 
entweder x zwischen den Grenzen 5 und c, 

oder x zwischen den Grenzen d und « enthalten ist. 

It R = — (2—a) (ce —b)(2—c)(c—d), so ist YR dareell, wo in 
früheren Falle YR imaginär war; daher ist Y(—(z—a) c—b)\ 2—c)(2—d)) 
nur dann reell, wenn entweder 

x zwischen den Grenzen a und 5, 
oder x zwischen den Grenzen c und d enthalten ist. 


1. Beschäftigen wir uns zuerst mit dem Integrale y= S. had unter 


der Voraussetzung, dafs R= (2x —a)(r—b)\(2e—c)(c—d) und z zwi- 
c—d__d—x 
=—4 d—i% 
sitiver Bruch ist, welcher mit & zugleich wächst, da a <b<c<£d sein 
soll, so seizen wir 





schen den Grenzen d und a enthalten ist. Da nun 





ein po- 


= rv. 
xc—d 





Dann ist rückwärts 

2r(d— a)vov 
(1—rv?)?2 ? 

d—a d—.a)rv? 

s—a= 7, 2d= 7°", also Y(@-a)e-4)= 


0x __ 2 Vr.do, 


d—.arv? 


en also de = 








cz = 
(d—-a)vV r 


1—rv? 








‚ und 








V(z—a)x—d))  i—rv? 
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d—b+(b—a)rv? 











a d— —_ . 
weiter ist —c= zn und r—db= pre ‚ also 
haben wir 
PErDOR 2Vr.ov 
Y= Vd-cH+(-a)rv).V(d—b+l-—a)rv)" 
Da der Unterschied der beiden Brüche ee positiv und 


— ea ist, so setzen wir 7. t1= 1, er —= k” und v=tnu 


für den Modul A; dann ist 








2Vr 


























y 7 Vla-ea-)" 
und da yr= yv=: ist, so ist 
1 . 2u a x 
f I Yee-a)d—-)) — 1, Vlax—a)(@—b)(@—e)(e—d))’ 
_ ı/le—-a)(e—d) 
2 m=lV Ge a) und 
‚ _ ı/(ö—a)(d—e) _ ı/e—b)(d—a) 
8. %& = Va also k= Ga) 
Da tneu = 7 — ist, so ist 
_ ı/(d—b)\(x— a) 
4 tnkcu = (b>a)(# 4)‘ 


Aus den Formeln für in und incx finden wir nun noch leicht die 
Formeln 


























au ze, mon = ylnhleng, 
; A Dez ; encu = Zn y 
ea an ksncu = Ver 
anne Talea 


Aus diesen F'ormeln lassen sich durch Zusammensetzung andere herleiten. 
Fr u=-0 itz=d wdy=0; füu=K&K aber it =a und 


N AN 
YFYCe-a)d—5) + vR' 
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$S. 238. 
Or 
I. Soll y= /- 7p unter der Voraussetzung gefunden werden, 
dafs R= (2 —a) (2 —b)(c—c)(e—d) ist und x zwischen den Gren- 


. . Pr 7 » .,®. . 
zen b und c liegt, so setzen wir, da nun ——— ein positiver Bruch ist, 








—- XL 
c—xX 
h E » u 2(c—b)rvov (e—b)r )rv? 
| . “ — f%) a — 
daun ist rückwärts 2 = a x (ihr —I= Ihm 


2. (—b)Yr.v _ b-a+(e-a)rv? 
ce—T = in v ((z-b)(e 2))= 14rv? ° Ai a i+rv2 und 


—_ d—b+(d—e)rv? 
uihtlehe 1+rv? 

» = /- dx 

üben A V (x —a) (ce —b)(e—x)(d— x)) 
so erhalten wir durch Zusammensetzung der vorigen Ausdrücke: 


BE) 2Vr.ov 
ym TE ee ENTF 4 








. Setzen wir nun 











und da nach $. 237. ist, so setzen 


wir nun 








c—a d—c 
rm, r=hb,  v=tni; 



































b—a' d—b 
dann ist zunächst 
y- or u, de,d r = — ist, 
ar, POLE) = /; Veh (=) EA) ' 
el neh 
3. bu = a en und incu = Vene 
Hieraus folgt 
snu = Ma ale sncu = | a ae ’ 
4. au = Vene encu — ln 
in Van ee 
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Für v=0 ist jetzt e=db wd y=0, und für v=K ist 2 =c 
2K 
und y= Ye -aa)" 





$. 239. 


Von den coordinirten Werthen von x in den beiden Integrationen von 


Ehe wir weiter gehen, stellen wir einige Betrachtungen über die 
in $. 237. und $. 238. gefundenen Resultate an. Wir haben gesehen, dafs 
das Differenzial ke YG an 
umgeformt und demgemäfs auch auf zwei verschiedene Arten integrirt wer- 
den kann, wenn R= (2 —a) (ce —b) (x —c)(2—d) ein Product von vier 
reellen Factoren ist; die beiden Modul % und %’ finden sich in überein- 
stimmender Gröfse bei beiden Integrationen ; beide Integrationen geben die 


Werthe 0, wenn x den ersten Grenzwerth erhält, und beide Integrale wer- 
den = 2 

V((c—a)(d—b) 
schieden sind nur die Werthe von x, welche in den beiden Integrationen 
zu einem und demselben Argumente u gehören, und solche zwei zu dem- 
selben Argumente % gehörige Wertle von x nennen wir einander bei- 
geordnete oder coordinirte Werthe; coordinirt sind also die Grenzwerthe 
z=d und 2=Ö, weil beide zua#=0 gehören; coordinirt sind ferner die 
Werthe 2=.«a und z=c in den beiden Integrationen, weil beide zu dem 
Argumente = K gehören. Um die übrigen coordinirten Werthe von x 
kennen zu lernen, habe % in beiden Integrationen denselben Werth, und 
der dazu gehörige Werth von x in $. 237. werde durch z selbst, der dazu 
gehörige coordinirte Werth von & in $. 238. aber werde durch x‘ bezeich- 
net: dann ist gleichzeitig 





auf zwei ganz verschiedene Arten in 





5, wenn 2 den zweiten Grenzwerih erhält; ver- 


(e—a) (2 —d) _ (c—a)(2’—b) 
(d—-a)(«—c)” (c—b)(’—a) 








snu = 


Hieraus folgt rückwärts 
d(e—a)— c(d—a)sn’u __ d(c—a) enu—a(d—c) sn? u 
e—a— (d—a)snu Adce—a)ean®u— (d—e)sn?’«u’ 








= == 
BER b(e—a)—a(c—b)sn?u R b(e— a) enute(b—a)sn? u 

ce—a — (e—b)sn?u (c— a) en?u+ (b—a)sn?u 
und hiernach lassen sich für jedes Argument die beiden zugeordneten 
Werthe von x berechnen. Für u=0 geben sie wirklich z= d und 
z’=b und für v=K erhalten wir z=a und v’ = e. 
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In Hinsicht auf die Verschiedenheit der coordinirten Werthe von x 
nennen wir die beiden Integrationen des $. 237. und $. 238. selbst coordinirt. 


Vertauscht man in den Formeln, welche sich auf die eine Inte- 
gralion von y= -/ VB ‚ beziehen, a mit c, b mit d und x mit x' (unter 


der Voraussetzung, dafs in den Formeln des $. 238. x @n x’ wirklich ab- 
‚geändert worden ist), so bleiben die Gröfsen u, y, k und k’ ungeändert 
und man erhält dadurch die sich auf die coordinirte Integration bezie- 
henden Formeln. 


Als Umformungen der Ausdrucke (1.) mögen noch angemerkt werden: 





ar 7 ald— ec) —ce(d—a) en? ah 








b(d—c)—c(d—b) dn? u 








o d—c — (d—a) on?u d—c — (d—b)dn? u’ 
i a e(b—a)—a(b—e)en?w __ d(b—a)+ a(d— b) dn? w 
bu — (b—ec)eantu " b—-a+ (d—b)dn?u' 





0x 
VR zu be- 
nutzen, wenn P eine Function von x vorstellt, welche in den meisten Fäl- 
len rational sein wird. | 


Diese, wie die früheren Formeln, sind bei der Integration von 


Es lassen sich auch leicht Formeln herleiten, nach welchen man 
auch die einander zugeordneten Werthe z und x’ aus einander berechnen 
kann, ohne die Modular-F'unctionen des Argumentes % dabei in Rechnung 
zu bringen; solche Formeln erhält man, wenn man die Ausdrücke der Mo- 
dular-F'unetionen von % im $. 237. mit denen des $. 238., worin aber z 
Dadurch erhält man die nachstehenden 
sechs Gleichungen in der Form von Proportionen. 


in x’ abzuändern ist, identificirt. 

















a—b _ c—b x—d ee TERROR b—a x—d 
u te ae Fe a! 
3 ben. _ (d-ogle—b) z—a c—ı _ c—b x—a 
; z—a (d-ayb—ua)'x—ec’ d—ı’ ” d—a x—b’ 
d— x’ d—c x —b c— b (b—ua)(e—b) z—d 
—a" b-a x —c’ d— a’ (d—a)(d—c)' x —b' 


Schafft man in diesen Gleichungen die Nenner fort, so lassen sie sich 
sämmtlich entwickelt also darstellen: 

4. (d+bd—- a— e)ro’ —(bd—ac)ce+r)+bda+ü)—acld+b)= 0, 
oder auch in einer der folgenden Formen: 


_ d+b—x ac—.ac 
at —a—c’ bd—ac 


_ d+b—ı—x’ 
—di-a—ec' 


_atx—a—c bd- xx’ 


—d44rb ac’ bd—ac 


bd— xx’ 


ca — ac 
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Jede von den Gleichungen (3.), (4.), (5.) drückt also die Bedinguug 
der Coordination der Werthe x und x’ aus, d. h. ist eine dieser Gleichun- 
gen befriedigt (also auch jede der übrigen), so gehört zu den Werthen x 
und x‘ entweder dasselbe Argument %, oder es gehören zu solchen zwei 
Werthen x und x’-zwei Argumente, die sich zu 2K ergänzen; denn es 
wurden diese Gleichungen im Grunde nicht so hergeleitet, dafs man die 
gleichnamigen Modular- Functionen, sondern ihre Quadrate identificirte, und 
diese Quadrate bleiben ungeändert, wenn man 2K +u statt u setzt. Was 
hier in Beziehung‘ auf 2K gesagt worden ist, gilt auch, wenn 22A statt 
2K genommen wird. 

Anmerkung. Der hier aufgestellte und noch ein zweiter ihm ähn- 
licher Begriff der coordinirten Werthe x und x’ ist von der gröfsten Wich- 
tigkeit in den Anwendungen der Theorie der Modular-Functionen auf die 
Geometrie und Mechanik; den coordinirten Werthen x und x’ entsprechen 
in der Geometrie nicht selten coordinirte Puncte in zwei von einander ge- 
trennten Zweigen einer und derselben Curve, d. h. zu jedem Puncte des 
einen Zweiges gehört allemal ein mit jenem in einem unveränderlichen Zu- 
sammenhange stehender (coordinirter) Punct des andern Zweiges der Curve, 
deren merkwürligste Eigenschaften ihr gerade in Anusehung der coordinir- 
ten Puncte zukommen, wie weiter unten an einer ausführlich behandelten 
Curve gezeigt werden soll, welche auch in statischer Hinsicht sehr bemer- 
kenswerth ist. Sieht man eine solche Curve mit zwei Zweigen als durch 
Einhüllung entstanden an, so gehört zu einer Tangeute des einen Zweiges 
allemal auch eine coordinirte Tangente des anderen Zweiges. 





$. 240. 
Die beiden Integrationen von y= fi ii ‚wenn R=(z—a)(x—b)(x—c)(x—d) ist. 


1. Es ist schon in der Einleitung zum $. 237. vorgekonmen, dafs, 
wenn a, d, c, d die vier Wurzeln der Gleichung R=0 sind und x zwi- 
schen # und 5 enthalten ist, unter der Voraussetzung, dafs a <b <c<d 
ist, das Product —R positiv sei, und alle vier Factoren von 

—R = (2 — ua) —r)(c—r)(d— x) 
positiv sind. Setzt man nun 


b—x: 4 


42 * 
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also a, =, =, a, 
d—ı= a ‚ 22m m, so findet man 
Le Verzehr HeWWIFRE b)yrvr)" 
Da me en, also u du, ist, so setzen wir 
—r=1, -—e r=k", v=tnu für den Modul %, 
wodurch wir erhalten dy = un und, da yr= ua ist, 
M lie VOR ER Ge ' 
» Kaya Keen 
3. mu = ne tncu = a. 


Aus den letzten F'ormeln leiten wir noch her: 














_ yYd-b)\(x—a) _ ıfe—a)(b— x) 

ne = Ya Mr =Vg_oje=2) 

BnE (d—a)(b— x) — ı/le—b)(2x—a) 

4. enu Ve =. cncu = Ve 


(d—ua)(ce— x) __ ı/le —b) (d— x) 
(e—a)(d— x)’ dncu = Fealeri 


und die umgekehrten ar sind 


ald—b)+d(b—a)sn?u__ b(d—a)—d(b—a)en?u __ e(d—a)—d(c—a)dn? u 
d—b + (b—-a)sn?u  d-a— (b-a)enu  d—-a— (c—a)dn? u’ 


Vergleicht man den in dieser Integration vorkommenden Modul % mit den 
Formeln für % und A’ in 8.237. und $. 238., so sieht man, dafs nur % mit 
k' vertauscht worden ist. 





duu = 














3. 7 


$. 241. 
ni i do : ’ 
II. Die coordinirte Integration von y= f: zog, im Vergleiche mit 


der in $.240., ist der vorigen ähnlich; nur wird jetzt vorausgesetzt, dafs 
x zwischen den Grenzen ec und d enthalten sei. Daher finden wir auch 


ähnliche Resultate, wie früher. Setzen wir nun 


2—c 
= rv’, 





d—x 
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MR none _(d—e)rv? u.d—e _ e—a+{(d—a)rv? 
also 2 = a 5 N 


c—b-+{d—b)rv? _ 2(d—e).rvdv 












































und —b= itro: ‚Ie= ET findet man 
FR 2Vr.ov 
en Vle—a+(d—u)rv?)V(e—b+(d—b)rv?) 
Da e. ie “ ist, so setzen wir es Pam 1, egal und 9 = inu; 
c—b a ° I Ausser _ PER 
dann ist aaa 
Zu r 
1. Mei V((e—a)(d—b)) Are ’ 
(e—b)(d— a) _— a/(b—a)(d— ec) 
ie (e— a) (d—b)’ ’E. ent 
(d—b)(x— ec) _ ı/c—a)(d—x) 
Cha MU NaZae-e)' 


Ueberhaupt hat man nur in den Formeln $. 240. a mit c und 5 mit d zu 
vertauschen, um die gesuchten übrigen Formeln zu erhalten. Sie sind 


(d—b)(2— c) in 5 rn a mn 




















EN dzeo)e—b)’ (d=e)(x—a) ’ 
— y/e—b)(d— x) _ a/d—a)(x— e) 

4. au —= ey cuacu = eier 
u (e—b)(x—a) — ı/(d—a)(x —b) 

dnu = pa ae dncvu = Var 


und die umgekehrten 
c(d—b) —b(d—c)sn?u _ d(c—b)-+b(d—e) en? u — (c—b) — b(e— a) dn*« 











, = ui 
ö d—b— (d-c)wm:u  c—b+ (d-J)amw  c—b— (c—a)dn?u’ 
$. 242. 

Von den coordinirten Werthen von x in den beiden Integrationen von y = AR 


Man mag fi er wie in $. 240. unter der Voraussetzung inte- 


griren, dafs x zwischen den Grenzen a und 5 enthalten sei, oder, wie 
in $.241., unter der Voraussetzung, dals x zwischen den Grenzen c und 
d enthalten sei: in beiden Fällen finden wir ein Argument a, welches zwi- 
schen den Grenzen O und X enthalten ist; auch stimmen die Moduln in bei- 
den Fällen überein. Für 2=a, so wie für 2=c, ist v=0, und für 
z=b, so wie im zweiten Falle für =d, it u=K&. 
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Man kann also dem Argumente % in beiden Integrationen wieder 
denselben Werth geben, und die dazu gehörigen Werthe von x, welche 
dann allein verschieden sind, nennen wir coordinirt. Den Werth von z, 
welchen die Formeln (3.) $. 240. geben, bezeichnen wir mit x; den Werth 
von x aber, welchen die Formeln (5.) $. 241. geben, bezeichnen wir mit x’. 
Dann ist für v=0, z=aund 2 =c, so wie füru=K, z=Db und 
xz’=d; es sind also wieder 4 und e coordinirt, so wie 5 und d. Da 


äberhaupt 
| u A-Nr—a _ (d-bdile’—e) 

ö (b— a) (d—ıx) (d — e)(x’—b)’ 
ist, so haben wir die Gleichung 

a 
eb  b—ad—x’ 
Eben so finden sich die Gleichungen 
d—ı' _ (d—-a\(d—e) b—r 








2-6 = Bay) dor’ 
u er 
de da Ir’ 
wa d—a c—xr 


nr Ir 
d— x d—c b—xr 








. ne ie 
a; Te nl le EEE Ep 
ea Gb—ald—a)’c—r' 


Dividirt man noch (1.) durch (5.), so erhält man die noch bemerkenswer- 
there Gleichung 





.. yezae@-a — Yen — Fr) . 
" w—b)(d—a) 7 Ild—a)(b—a) d— b)/" sncu ” 
2. . nn . sn u Aberoh.. 
Sieht man in dieser Gleichung er ce als gegeben an, so 


kann man mittelst derselben gleichzeitig x und x’ als die Wurzeln einer 
und derselben quadratischen Gleichung darstellen. Schafft man in den Glei- 
chungen (1—6.) die Nenner fort, so erhält man die Gleichung 

8 (d+bd— a— re —(bd—ac)c+x)+obda+e)—acld+b)=0, 
welche mit der Gleichung (4.) $. 239. übereinstimmt und auch wieder in 


den Formen 
bd—xı’ _d+b—x— x ar —ac __xtr—a— bd—ıı _b+Hd—i—r 














er zer ac atr—a—c’ bd—ac b4d—a—c’ bd—ac  bHd-a—e 


dargestellt werden kann. 











< 
# 
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Ss. 243. 
Eine zweite Art der Coordination bei der Inteeration J or _ und 0x 
” Y+R VY+R' 


It öy= /- Fr bereits integrirt, und darin a <b <c<£d, ferner 


etwa z zwischen den Grenzen @ und 5 enthalten, so kann man aus den 
Resultaten sogleich noch eben so viele neue herleiten, wenn man, beach- 
tend, dafs nüun -d<—c<—Db <—a ist, a mit —d und 5b mit —c 
vertauscht; die Grenzen von & sind dann also —d und —c, und da —d 
wieder kleiner als —e ist, weil —c— (—d) = d—-.c positiv ist, so ist das 
neue Integral einstimmig mit dem alten. Verwandelt sich durch die genannte 
Vertauschung R in R/, so hat man, da R= (z—a)c—b)\z—c)(c—d) ist, 
= (e+d)c+H(c+b)© +a). 
Das Integral y= BE verwandelt sich also in y= f en: und 


eben so y=/.4 in y= Zr . 


Ganz wie beim Integrale y = P: a den Grenzen « und 5 von x 
die Grenzen —d und —c von x im Integrale af FR entsprechen, so 


entsprechen auch den Grenzen e und d von x in jenem Integrale die Gren- 
zen —b und —a von x in diesem. 
Weiter entsprechen den Grenzen d und a von x im Iniegrale 


y ya die Grenzen —a und —d von x im Integrale y - /er w 
und eben so entsprechen den Grenzen 5 und c von x im Integrale 
y-/öz die Grenzen —c und —d im Integrale y un 22. 

Aus den vorhin entwickelten vier Arten von F'ormeln, welche sich 


e \ d. . s 
auf die Integration von y= SFR beziehen, lassen sich also nach der 


vorstehenden allgemeinen Regel sogleich durch eine einfache Uebertragung 
noch eben so viele neue Formeln herleiten, welche sich auf die Integra- 


tion von y= y£ Se beziehen, und zu jeder von den vier ersten Arten 


von Formeln gehört auch nur eine von den vier letzten Arten. 
Es verdient noch angemerkt zu werden, dafs sich die beiden Inte- 


grale y= J: m und y’= % u mit einander vertauschen, und dafs die 
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zusammengehörigen Grenzen sich ebenfalls vertauschen, wenn man gleichzeitig 
— x statt x und —y statt y setzt. Dasselbe gilt von den beiden Integra- 
len y= en und y= fr v_p Hat die Gleichung R=0 zwei po- 
sitive und zwei negative Wurzeln, so hat die Gleichung R’=0 zwei ne- 
gative und zwei positive Wurzeln. It R=A+2Bx+C2+Dxr’+:‘, 
so it R=A—2Bx: + Cr" —Dxe’-+i%. 


$S. 244. 


Vertauschen wir nun wirklich in den Formeln $. 240., dem $. 243. 
gemäfs, « mit —d und 5 mit —c, so erhalten wir Formeln, welche sich 


auf die Integration y= f: Fe beziehen unter der Voraussetzung, dafs 


x zwischen den Grenzen —d und —c enthalten ist. Wir finden 




















1 are 2u - / 0x 
- 77 vae-a)a-5) " J VE@taCt+Ne@tJard)' 
ra (d—c)(b— u) ı _ ı/(d—a)(ce—b) 
. Ba ee WERT Tu 
Eu (c—a)\(c+d) —_ yY@—-b)\—ec—x) 
e ee Ne und incu = De 


Hier stimmen also die Formeln (1.) und (2.) wieder mit denen $. 240. 
überein; was sehr bemerkenswerth und die Ursache ist, dafs wir diese 
Integration ebenfalls der in $. 240. coordinirt nennen. Die übrigen For- 


meln sind: 


























_ ı/l—dlaHtd) , _. ı/a—b) —e—x) 
snu = en sncu = Feen me amd 
Jd (d—a)(—c—x) iz (e—b)(c+d) 
4. Ba Vz RE Vs 
_ 1/@d—-u)(—b—2), a 
dau = une Tr manner dnacu = be 
und die umgekehrten, 
N _ —d(e—a)—a(d—e)sntu __ —eld—a)+a(d—c)en? u 
a ee e—a+ (d—c)sn’u d—a — (d—c)cen?« 


u — b(d—a)+ua(d—b)dn?« 





d—a— (d—b)dn?u° 
Bezeichnen wir den nach diesen Formeln berechneten Werth von 
z mit ©’, hingegen den nach den Formeln (5.) $. 240. berechneten Werth 
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von x wieder mit x, so erhalten wir, wenn wir die hier vorkommenden 
Modular-F'unctionen von % mit den gleichlautenden in $. 240., mit welchen 
sie ohnehin im Modul übereinstimmen, identifieiren, die Gleichungen 


























z+d __ (d—-e)(d—b) x—a —b—ı' _ db c—ır 
—a—ı T (e—a)(b—a) dx’ —a-a c—a’'d—:’ 
—c—ı __ d-—ce b—r —c—ıx __ (d—c)(ce—a) b— x 
.. —a—ı 1 b—-ad— x —b— x  (b—-a)d—b)'c—xr’ 
+d __d—b x—a z+d __ d—c x—a 
ee T car’ —b—- x T b-a'—x’ 


welchen gemäfs man für jeden Werth von x den zugeordneten Werth von 
x' und umgekehrt jenen aus diesem berechnen kann. Wird die sechste 
Gleichung durch die zweite dividirt, so erhält man 








‚ (w’+d)(—a— x’) ale — a) )(d— FEUER d—a ine 
(—b— a) c—a) © rrb—x)(e—x) " Vld—b)(c—a)'duu 
ir a ‚ene u 
Be c—b/" oanu’ 
d—u tn« 





iernac ssen sich nn man — .—— als ver 5 
und hiernach lassen sich, we Le 19 An als gegeben be 


trachtet, x und — x’ oder —x und x’ als die Wurzeln einer und dersel- 
ben quadratischen Gleichung darstellen. Zu demselben Resultate führt die 
Verbindung der dritten und vierten Gleichung. Schaffen wir in einer der 
Gleichungen (6:), welche auch durch Umformung aus einander hergeleitet 
werden können, die Nenner weg, so erhält man nach einer leichten Re- 
duetion die Gleichung 
85. (d+a—b— c).cr’+(ad— be) — a’) —adb+c)+be(a+d)—=0, 
welche sich auch auf folgende Arten darstellen läfst: 
= te „Plan, , te „ See) 
za+ad " d+a— (2 — x)’ ad—be” d+a—b—c 
xx'+ ad es d+a— (x — x’) 
ad—be dr+a—b—ec ' 


Setzen wir für den Augenblick v( 


und 





9. 





SR. enc u 


= v \ y| 
er v, so giebt die 


Gleichung (7.) die beiden quadratischen Gleichungen 
A+HEÜ)— (dd -)UV" +a+d)ce+beV" ad = 
A+V)er Hl He)" +Hat+d)e+bevV"tad = 

wovon die erste mit der zweiten übereinstimmt, wenn man in jener — x‘ 

statt x, oder in dieser — x statt x’ setzt; daher sind x und —x’ die Wur- 
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zeln der ersten, x’ und —x aber die Wurzeln der zweiten Gleichung. 
Aus diesen Gleichungen ziehen wir also 




















bev?+ad _ b+rov?+a+d 
ap“ IE .. 
r.x = — I+ v2 n) zT 1-+v:? B) 
woraus nach einander folgt: 
I, 2 __ —ad+be j (—be-+ad)v? 
ze +be= ifo» ©€° +ad= irn ,‚ also 
ai: IE _ #ha— (a8) 
ze +tbe —  b+e (2) 


Aehnliche Resultate lassen sich auch aus den Formeln $. 241. und auch 
aus denen $. 237. und 238. herleiten; womit wir uns jedoch hier nicht län- 
ger aufhalten, da diese Herleitung keine Schwierigkeit hat. 





$. 245. 


a ' h 0x 0x 0% 0x 
Zweite ziemlich einfache Integration von —— und 


vr WVZR YVRWYZR' 


welche zu einem reellen Modul führt, der <1 ist. 





Bezeichnen wir in den früheren Integrationen das Argument mit v 
und den Modul mit A, den conjugirten Modul also mit A’; setzen also v 
statt a, X statt k und X statt %’, und erinnern uns der Formel YA.snv = 











1 —dnu 2yYı ‚_1-4 
a ® ı $.51., so ist der neue Modul A=; i7 also = IF und 
u 
vum i+3' 
1. Benutzen wir diese Bezeichnung, so ist in $. 237. das Integral 
dx __ 2v ı _ Y/(b—a)(d— e) _ ı/(e—d)(d—a), 
var! Vezed- ea Fr; 


daher ist der neue Modul 
x — _2Vle—a)(d— Mie—b)(d— a) 
7 Vlke—a)(d—b))+V ((e—b)(d—a)) 
V ((e—a)(d—b))—V ((e—b)(d—a)) 
. V((e—a)( A 
O2, 2u =/; 
VRTYV((e—a)(d—b))+V ((e—b)(d—a)) VO Ve 2—d))' 
Kerner ist 
1—dnu _ ye=ad—a) (ea) (x —d) 
1+-dnu  le—a)(d— m. (d—a)(x—e)’ 


3 1—dnu _ /Kc—b)(c—a) — -d 





und 


k= 





2. 














oder auch 





1+dnu — Fld—b)(d—a)'!x—ec’ 
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und die umgekehrte Formel ist 

le dV ((«e—b)(e—a)).(1+dnu)— eV ((d—b) (d— a)).(1— dn«) 

e — - Vlle—b)(e—a)).(t+dnu)— Vl(d—b)(d—a)).(1—dnu)* 
Für v=0 ist nun z=d und für v=K ist 2=c, wenn man beachtet, 


dafs dann dnw=%‘ und 
1—k _ Vle-bdd—a) .. 
1+4.7 Vlte—a)(d—b)) " 








II. Soll dasselbe Integral /; 2 unter der Voraussetzung, dafs x 
zwischen den Grenzen 5 und c enthalten sei, gefunden werden, so bleiben 
die Formeln (1.) und (2.) ungeändert, nur dafs jetzt y und u für 2—=Öb 
verschwinden. Ferner ist nun 


4 2 
- I—dnu _ Nd-mle-a) Je—b 
a 1+-dnu ve (e—b) ' VE. 


_—_ bV ((d— a) (e—a)). (1 + dnu) —aY ((d—b) (e—b)).(1—dn tt) 
— _- Vlld—a)(ce—a)).(1+dnu) — Vld—b)(ce—b)).(1 — dn u) ' 
Ill. Soll das Integral / nn gefunden werden unter der Voraus- 


setzung, dals © zwischen den Grenzen « und 5 enthalten ist, so müssen 


ö b—a)(d— 
wir, dem $. 240. gemäfs, A\= Va h setzen, wodurch wir erhalten: 


2 vo — a) (d— ce) (c— a) (d—b)) 























rn lea V((e—a)(d—b))+ V(b—a)(d—c)) ’ 
 )p— Ye) d-W)—V(b—a)(d—e)) 
—— VYle—a)(d—b))+V (bd—a)(d—c))’ 
u — 2u dx 


Vle—a)d-D)+V(b-a) (do) — JV-R’ 
I—dnu _ ya—od—3) je—a 
1+dnu ” Ile-a)b—a)' "d—x’ 
10 PRNR aVY ((d— ec) (d—b)).(1+dnw)HdV ((e— a)(b—a)).(1— dan) 
q 7 Vlld— ec) (d—b)).(i+dnu)+ Vlle—a)(b—a)).(1—dnu)' 
Es ist nun z=a für v=0 undx=bÖb für u=K, 








9. 





IV. Soll das Integral / Fi gefunden werden, und liegt x zwi- 


schen den Grenzen c und d, so gelten wieder die Formeln (7.) und (8.). 


Aufserdem ist i 
1 1—dnu __ ve) Lt 

} 1+dnu ” Fle—a)(d—c)'"x«—b’ 
12. x — *Y(b-a)(d—b)).(1+dnu)—dBVlle—a)(d—e)). (1 — dnu) 
—  V(b—a)(d—b)).(1+dne)— V ((c —a)(d—c)).(L—dnu) 


43 * 
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Aus den vorstehenden Formeln erhält man, dem $. 243. gemäfs, sogleich 
noch eben so viele Formeln, indem man @ mit —d und 2 wit —e ver- 
tauscht. 


$. 246. 


Die Integrationen von ——— und ——— h „ > er R“ ' 


also nur eine cubische Form ist. 


It R nur eine arithmetische Form des dritten Grades und 
= (r—a)(2c—b)(2—c), so erhält man die sich auf die Integration von 
dx «E; . i M 
TR und FR beziehenden Formeln, wenn man nur in den früheren For- 

07 an 
meln d positiv und =} setzt. Dadurch erhält man sofort aus den For- 
meln $. 237., indem man wieder « <d<<c annimmt, 











j 04 Du 
) vV—R  Ye-a’ 
> 
c—b ‚ b—a 
k= V——, == . 
4 c—ıa ce—ua 
(c—a e—u — (4 x—b 
c—x ce 6 





adG—c.en?’u 
sn? u 


Hiernach ist für v=0 die Gröfse z=14 und für v=Kist r=a, und 
also x zwischen den Grenzen +4 und « enthalten. 





w 


II. Die Formeln $. 238. geben 


OX A 2u an e—b vn b—u 
Y = /£ —Yl-a)’ des v=; = c—u?’ 


(e — a) (2 — b) nn y‘ e—a) (2 —b) u Vera) 

















WU ale)’ (e—b) (x — u) (e—b)(e —a) ’ 
b—a 
dnuy = ve, 





meu=\-—;: suıeu= — cneu=y-.;: ucu=y-_—, 


b(e—a) —ale—b)sn’u __ b—a-+ a dn? u 


L — — 
> — 








’ 


ce— a — (ce—b)an?u dn? u 
und es ist also = für v=0; ferner = c für v=K&K; also x zwi- 
schen den Grenzen 5 und c enthalten. 
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II. Die Formeln $. 240. geben nun 


a a Be _ afb--a Vase, 
a. aufn "EEE, 





=—a e c—x 
mnu=yV7—°, uu=yT au=y.—“, dnu—= Y-—-, und 
b—x en a’ a c— u 


z=a+(b— a)n’u—=b—(b—a) nu= c—(c—.a) dn’u. 
Für v=0 ist 2=a und für v=K ist 2 =Öb, also x zwischen den Gren- 
zen a und 5 enthalten. 


IV. Die Formeln $. 241. geben 
De}. b—a K=yi? 





ga VER _|_Vi-a)’ Ian c—a’ ei 
—C c—b (c—b)\(x —- u) 
mu=y;,, mu=y, au=/i,, du= ed 


e—u c—u '2—( —b 
incu—= Po sıeu=y)_— , eucu=VY— , ducu= y: 


x—d un" u? 
ce—bsn? u 
Fr — 

en? u 





Diesen Formeln gemäls ist = c für uv=0 und =} für u=K, also 
x im Allgemeinen zwischen den Grenzen e und } enthalten. 


$. 247. 


ua 0x 0x Sp 
Zweite Art der Integration von YR und y_p, wenn R= (x—a)c—b)\(x—c) ist. 


Es sei wieder a<b<(c. Setzen wir in den Formeln $. 24ö- 
ebenfalls d=}, so erhalten auf der Stelle die gesuchten K'ormeln. 


I. Ist x zwischen +4 und a enthalten, so ist 
Ko 2Yle—a)(e ax -b)) V(e—u)—V(e—b) 
En z V(e—a)+V(ce—b) Yemak Wem’ 


"dx 2u re 7 _ ye-be—a 
Air V(e—-u+V(e—b)’ 1+dou  (e—x)? 

V (e—b)(e—u)).(l+dnu)—c(1—dn u) 
er (1 —dnu) 


und k= 

















2 = 


li. Ist x zwischen 5 und c enthalten, so ist 


x — 2Y lea) (c—b)) Vle—a)—V(c—b) 
V(e—a)+V(e—b)’ 














E == 


VWle—a)+V(e—b) ’ 
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Ps 2u 1—dou _ Ve=®) c—b 
VY—R 7” V(le—a)+V(e—b)’ 1+dnu — F\c—d) Ya’ 


__  bVY(e—a).(i+dnu)— aY (c—b).(1— dnw) 
V(e—a).(1#+dnu)— Vfe—b).(1—dn«)' 


II. Ist x zwischen den Grenzen @ und 5 enthalten, so hat man 



































2 2vV(b—ale—ua ve V(e—a)—V(b—a) 
— Vte—a)+V(b—a)’ — Ye-a+tvVob-—a)’ 
Be 2u i—dnu y (2 —.a)? 
d VR  Ve-—a+Y(b—a)’ 1+dnu 7 Fle—a)(b—a)’ 
2 — «A+dau)+V (lea) (b—a)).(1—dn«) | 
1+ dnu r 
IV. Ist endlich x zwischen den Grenzen e und 4 enthalten, so hat man 
we 2VY((b—ua)(ce—.a)) zu V(e—a)—V (b—.a) | 
Vle—W)+V(b—au) ’ — Vee—a)+V(b—a)’ 
ou 2u 1—dnuw __ /(=®) ne 
'vR — Yle—a)+YV(b—.a)’ 1+dnu l an 0. Det 





__ eV(b—a).(14+dnu) —bV(c—a).(1l—dn«) 
7 = "VYo-a.(i+he)— V(e—a).i—dnu)‘ 





$. 248. 
X.ox 
Die Integration y= yg , wenn X eine rationale (ganze oder gebrochene) 


Function von x, und R eine arithmetische Form des dritten und vierten 
Grades in Ansehung von & ist. 


Es ist im Vorhergehenden umständlich davon gehandelt worden, wie 
das Differenzial FE: wenn R=0 eine Gleichung vom dritten oder vierten 


Grade in Beziehung auf z ist, jedesmal auf M.oduw reducirt werden kann, 
wo M eine Üonstante bezeichnet; und bei dieser Umformung ist, wenn £ 
eine Modular-Function des Arguments % vorstellt, der Ausdruck von x 


entweder von der Form 
_ A+Btr 
0 oder 2 = C+Dt:’ 


Substituirt man denselben Werth von z, durch welchen En == M.ou wird, 


auch in dem Factor Ä, so erhält der Ausdruck Sr die Form U.ou, 


und es ist also y = /U.2u, 
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wenn durch U eine rationale ganze Function von Z bezeichnet wird. Ist 
U eine rationale ganze Function von £, so besteht U aus Gliedern von der 
Form af°”* und 52°”, und da Z eine Modular-Function des Arguments « 
ist, so können die Integrale farrt. 04 und für ”,.ou nach den Reductions- 


formeln des $. 71. gefunden werden. 
Ist aber U eine gebrochene Function von ?, so 4 sie zerfällt 


werden in Glieder von der Form af”t', bi”, — —— u eg und G ne Gr Ber? welche 


mit 9% multiplicirt und dann integrirt werden müssen. 

Man kann aber auch vor der Zerfälluung von U, t= = setzen; 
und wird die Zerfällung nun vorgenommen, so erhält man Glieder von 
der Form " N . n 
a a ar 
welche einerlei sind mit 

rn b 








at” bir 
Bra md rar 
Es ist daher nur noch von der Integration der Brüche 
u t.ou ou tr .ou 
+” (ra ra nd) 





zu handeln. 
$. 249. 
ou t".o 
HB Hai 
Da ? eine Modular-Function von % ist, so wird der Zusammenhang 
zwischen ? und % durch eine Differenzial- Gleichung von der Form 





Die Integration von ‚ wenn ? eine Modular-Function von « ı8t. 





PRREROSSCHE |. 
—— Vta+2bt?+ett) 
ausgedrückt, und es ist also, wenn dy= ” | | iS 


+1 H, 1 
= GAY. Vlar2onfen) Oder ty Te Vaa+2bR° Fer)‘ 
8 ’ 


Setzen wir nun ®+Pß?=v, also t= | PB F ‚ a +2? + ct— 
aß* +25? w—e) Few—e)t _ A+4Bv+2Cv?+4Dv’+Evt 
p* p* 

zur Abkürzung setzt: 
A=Zaf HIER He, Bm —(bfatca), C= bR+3ca’, 


D=—cao, E=c., 





oYy 





—& 


.s wenn man 
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ch Differenziirt 
vV A+4Bv+200?+4Dvs FEv)' zürt man nun, 


zur Abkürzung setzend: A+4Bv+2Cv”+4Dv” +Ev—=R, also öR 
—= 4 B+Cev+3Dvo’+Ev).ov, den Ausdruck u so erhält man 


und also ty = 

















ü v. 40 R—(r—1)R.ov 
9 )= v.VR Bu oder 
alt, = 6-4), A. av _2(2r—S)B. ov_ _2[r—2)C .Ov 2(2r—5)D.ov 
v,.V R vı.YR v2.VR wösvyR 
__E(r—3).0v 
vt.VYR ° 





Da aber YR=P.y(a+?2bf+ct), also BZ = Veh LeHR — 


+ du ist, so erhält man, wenn man 


au 
Ser = Ir 


setzt, die Reductions - Formel 
ı FRVa+2BIr +0) _ 
(«+ Ptym 
— (af! + 2b PB? + ca) ae +bR’a+ ca’) (Ir—3).[r—1] 
— (2? +3ca) (r—?2).[r—2]+2ca(2r—5).[r —3]— e(r—3).[r—4]. 
also ou = - 9227 2CM... ANDERER ‚so hat man 0 =1, 
vi-At®)e FR) 
2d—=—(1+4), c=K, folglich 
P®enudnu __ 
(«+ $sn Byron 
— (— PP) (Aa — LP) (r—1)[r] + Re — (I +Ä)PBa) Qr—3)[r—1] 
+((1+%’) 2 —60°%°) (r—2) [r—2] + Ara (Ar—5) [r—3]—A’(r—3)[r—4]. 


Setzt man aufserdem «=1 und ß=Xksn«a, so hat man 





Ist z.B. {= snu, 














ksnaenudnu __ dn? a, en? EEE Gr, 

(1+ksnasnu)? tina Pr—V)dr na ee 
PER R k?)sn? «a R 2(2r —5) r—)d 
I 24 94, 


sn? «a sn? a 


10) 
und in dieser Formel ist [r] = fa eo ur 


Ist r=1, so kann das Integral nach 8.210 — 213. gefunden wer- 
den. Wir können aus der vorigen allgemeinen Formel sogleieh noch eine 


zweite herleiten, indem wir « mit ß, « mit e und 7 mit € vertauschen. Da- 
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ot —6ot 


durch verwandelt sich ou = I yarsbeten, ! zejle er “) 
fi 


d.h. es verwandelt sich d% in —9du. Setzen wir 








B —ou 
— +VXa+2bt?-+ctt)’ 
nun das Integral 





t.ou 
rar el 
so haben wir noch die Formel 
a?.1,VY (a+2bt?-+-et*) 
1. + tan 
= (+2 + ca) (r—1).[r]) — 2b ß+aPp)(2r—3).[r—1] 
+2(ba+3uß?) RT 
ot 
Vla+2bi?ter) ” 





in welcher wieder ou = + 


$. 250. 


pr a un Ri Gran wenn { eine Modular - Function 


des Arguments « ist, 








Die Integrationen von 




















TR ou ER Er +ot 
Ist y= + APT und wieder 04 = Via+2itFete)’ also >) 
Sara VG FRRI Fer 0 setze man «+ BF = 9; alsdamn ist (= 
v y: ‚mg, ur —,; ferner a + BE + "= te, 
folglich 
MEER AV B.ov 
zo/y= vV la? (v—a)+2bP(v—a)?+ew—a)}) oder 
bald, 41.00 
te vVY(A-+-Bv+Cv2+Dvs)’ 


wenn man zur Abkürzung 
A=—apa+ 2 Su, RE aba+ "5, 


ca 
= )D — —_— — 
nun’, D=3 


setzt. Ferner ist, wenn man A+Be+Cv”+DuU—R setzt, die Gröfse 
R = aßw—.a) + 2dw— oa)’ + 70-0) = aß? - PP +cPße — 
Bra +?r2bE+ch), also yR=Pty(a+2b?+ct). 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XXI. Hft. 4. 44 








346 1A. Gudermann. Theorie der Mod,- Funet. und der Mod. - Integr. $. 251. 








Differenziirt man nun = „ so erhält man 0 (R)=: — !ER—A@r—HR.ov 











2uVR 
BE ()= —(2r—2) A300 _{ir—3)B.3z0v Ar—4)C30v (Ar—5)D.40V 
ar) vr.V R EYE 934Ä Er FAT 
10V __ ßt.ot ot 6, 
und da vR — PBIVYa+ sbttert:) — V(a+2bt?+ct!) +ow ist, so 


hat man, wenn man gliedweise integrirt und zur Abkürzung 
ou 
ar 
setzt, die allgemeine Reductionsformel 
N + BtV(a+?2bt?—+ett) 
Te 


= (uBa— 200° + za) Ar—2.Lr] — (aa —400 +") ar—3).[r—1] 
ai (2575). Q@r— Hr -2)- 3 (2r —5).[r—3]. 


v 3 “ . . E 1 * 
Veriauscht man in dieser F'ormel @ mit ec, «& mit ß und — mit ?, wodurch 








n 
sich du in —Ou verwandelt, und setzt das Integral 
u h 
j: (e+ dr) — [7], 
so erhält man die neue Formel 
att5,V(a+?2bt?-tett) 
1. + («+ At? 
3aß? 


— (caß — 25% + "Or —2).[r] + (ea—4B + —- 2) (r—3) [r—1] 


saß ‘ > 
+(25—°% )ar— Hr —A1+Z@ar—HLr—3], 
in welcher wieder 0 =, — tt ist und also £ eine beliebige 
. , V(a+2bt?-+ett) 


Modular- Function des Arguments u oder auch seines Complements vorstellt, 


$. 251. 


Reduction des Unterschiedes zweier Modular-Integrale von der zweiten oder vierten Classe, 
deren Parameter sich zu A ergänzen, auf ein einziges Integral von derselben Classe. 


Beziehen wir die Modular-Functionen des Arguments % auf den 
Modul %, und die des Arguments v» auf den kleineren Modul A, wie in 
$.91—54., so ist nach Formel (13.) $. 52. 
dn«—+ dncu 





dn?v = 


14h 
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2 14 
also du’2v = m u und 2° = (1+%).u, also d(?v) = 





(1+%‘).öw. Multiplicirt man hiermit die vorige Gleichung und integrirt, 


so entsteht 
elu+E— eleu+2h/u 


1+K 
Setzt man in dieser Gleichung «=K, also v=L, und bezeichnet den 
zum Modul A gehörigen elliptischen Quadranten mit E, so hat man, da 


er D)=?2E, ist, 
2E, = und nd und dd 2?Z=(1+%).K, also 





el?2v = 


© 


L 


U 1° 
Te nithin 


E Aue) 7 


1 u 
ge 1+7 
ist, so erhält man durch die Subtraction dieser Gleichung von der obigen: 





E E 
E, re elu — m. un — (I A-W— (K—u)) 
z, . m —— 





u 
el2v 1—k' 


E " 

Da nach $. 201. elu— ..u=H(), el(K-u)— 2 (K—u)— 
H(K—u) = @(u), und eben so auch, mit Beziehung auf den Modul 1, 
el?) 1.Q v)=H(?2v) ist, so reducirt sich die vorige Gleichung auf 
HW)— 6(u) 

1+h 


wenn man Hf{w) und @(u) auf den Modul A, hingegen HI(2v) auf den 


kleineren Modul 1=iTr bezieht. 


Multiplieirt man die vorige Gleichung mit &(?v)= (1+A').dw, und 
integrirt, so entsteht, da H(w).du = ölogHl(u) und — @(w).du = 
ölog @l(u) ist, die Gleichung log Hl(2v) = logHl(u) +log@!(u) + log.a, 
wenn man die Constante der Integration mit log« bezeichnet; oder auch 
Hl(2v) = a.Hlu.Glu. Da nm frv=v=0, Hu=yk, Gu= 1 
und AU(2v) = YX’ ist, so ergiebt sich YA’ = a.yk‘, und also 

2. MEN —_ ,.Hlu.Glu. 
Man findet auch noch zwei neue Gleichungen auf folgende Art. 
44 * 





1. HQvV)= 
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1 All2v) 


Es ist nach $. 52. ‚sn?2v =ksnus ev —. 
si $. 52. Y\.$ snusncu, und da sn ?v vIm@r)’ 


> A Fu 1 Biu _ 
MI ZH MUST? also 


VkHlu 
Al(2v) __ Alu Blu 
Hi(2v0) " Hlu'’Glu 
ist, so findet man, wenn die Gleichung (2.) hiermit multiplicirt wird, 


en = 7. Alu. Bin. 

Nimmt man auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen und dif- 
ferenziürt die Gleichung, so entsteht, da log Al(2v) = A(2v).2de, 
log Alu = A(u).Odu, ologBlu= — B(u).2u und öl?v) = (1+K').du 
ist, die Formel 


3. 


4(u) — Bw) 
1-+-4' 


Zusatz. Da nach $&. 54 Z — 7° Kund Z=(1+%').K, 
also ZU — !F" KK und ®=(1+%‘).u, folglich (= (1+K'). uw 





4.  Al2o) = 


2 
(94,12 ru? —ıruß 
P 4 (2% ‚)2 u? sı (2 v)? ru? Z u a _ SE 
1 f, S ıst pi A als —— 2 2 u, «LL = AR ar “ 
st, so ist pr Kr Also Go race und e , 
ru? — ru? — ıru8 
Da nun Hlu = e** Blu, Glu=e** ,.Glu, Alu = e’**.A’u und 


— tu? 


Blu= ee ,Sl’u ist, so verwandeln sich die obigen Gleichungen (2. 
und 3.) in 


5. u — Fu. -Blu.Sl’u und 
A’(2v) __ ar ö 
6. 2 = Fr: au u. Hl uU. 


Werden diese beiden Gleichungen logarithmisch differenziirt, so erhält man 
noch 








1. Br) = re, 
A 


In diesen Gleichungen (5 — 8.) beziehen sich also die Functionen des Argu- 
ments © auf den Modul A‘, während die Functionen des Arguments ?v 
.2vV% 
1+% 


— (1+%).u sich auf den Modul A’ = beziehen. 
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$. 252. 

Wählen wir nun aufser den Argumenten « und v® oder ?v noch 
die Argumente a und 25 und beziehen also die Functionen des Arguments 
a auf den Modul k, also auf A, wenn der conjugirte Modul genommen 
werden soll, und die Functionen des Arguments 25 auf den Modul X, also 
auf X’, weun der conjugirte Modul zu nehmen ist, so ist nach $. 251. 

Mar+2) 4 
Be — yp Hlluta).Gl(uta), 
und hieraus folgt 
Hl(2v-+25) a HkKutu) __ a 
log ma 2b) log Hou—a) IgG 








Ferner ist HQRb)= = a ) also ?2v.H(22) = u.H(a) — u.G(a). 
Da auch 
San 
©S(uwa) = u.H(a) —log een und 


Gl(a — 4) 
Gl(a+«) 





S(wK—a) = u.6(a) —logl 


ist, so hat man 
1. ©SQvy,2b)) = SS uwa)—&(wK—.u). 
Ganz eben so findet man die Formel 
2. ©S?vy,2b) = (ww K—- )— C(u,a), 
a ) HI 2v > 4 
und D(wa)— Du K—a) = — 2v.A(2b)-+log He — da 


u.A(a)—u.B(a)=(1+k')u. AU) = W.A(2b) ist. Da ne ni - $. 200. 








1 i 
—AQRb)=BQR DT n35mnedb ist, so folgt 
, da 2v ) _— 2 +2 b) 
D(u, a) — D(u, K—a) POTT sn 2b snc 2b +? U. B (2b) -r log 112 v — 2) . oder 


AN. fi 2v PER \ 
3. D (20, 26) — — = a ig 2 
In diesen Formeln ist 2 >= (1+%‘).a, so wie ?v= (1+%k').u. Aus der 


Formel (3.) $. 251. folgt 
AUK2b-+-2v) _ Me Alla «) Bl(a—w). 
AIK2b—20) Ata—u) vs Bl(a+ u)’ 











log 


aufserdem ist 
©S(wK—a = —u.A(a)+log 


Al(a+u) 
Al(a—u) ’ 
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'&u, Ka) = —u.H(a)+logY IF) und 





AIK u) 
/ > Alta ) 
DW Ka) = u.Ga) tlg aan; 


gemäls $. 203. paga erhalten wir 
(u K— u)+u.Aa)— 'S(ua)—u.B(a) 


12542 rn leer bi, ah 
— (ala _ ©(wK—u)—'S(wa)+2v.A(2b), 


oder auch 
4. SSwK—a)— S(ua) = ’S(?v, L—2b). 


Ferner ist log er — Cu, K—a) +u.H(a)— 'C (u, a)— u.G (a) 


—= (uw, K— a)—'C(u,a)+2v.H(2b) und also 

5. IK, K—a)— ua) = Ele, L— 2b). 
Endlich findet sich log ren = "Du, K—a) — u.G(a) —'D(u,a)+u.H(a) 
— 'D(u, K—-a)—'D (u, a) +2v.H(2b), oder 


AL(2D—2v) 
6. Dew K—-a)— Dua = 'CQ2v, L—2). 





$. 2592. 


Summen oder Unterschiede der Modular-Integrale von der ersten und dritten Classe, 
deren Parameter sich zum conjugirten Modular-Quadranten ergänzen. 


Im elften Abschnitte wurden zahlreiche Formeln entwickelt, durch 
welche Modular-Integrale von der ersten und dritten Classe, deren Parameter 
sich zum conjugirten Quadrauten ergänzen, mittels eines cyklischen Arcus 
auf einander zurückgeführt werden. Kann die Summe solcher Integrale 
durch einen eyklischen Arcus ausgedrückt werden, so kann ihr Unterschied 
auf ein einziges solches Integral zurückgeführt werden: kann im Gegen- 
theil ihr Unterschied durch einen eyklischen Arcus ausgedrückt werden, so 
kann ihre Summe durch ein einziges Integral dargestellt werden; wie es 
nun gezeigt werden sol. Da K—a:=—:(a+:iKäk) ist, so verwandelt 
sich die Gleichung (1.) $. 252., wenn darin a? statt « und be statt D ge- 
setzt wird, zunächst in SQo,2d)= S(wa)+S(uwa+t:K‘K), und da nach 
8. 132. S(u, at: R)=— 'S(u, K’—.u) ist, so ergiebt sich 

1. S(w,a)—'S(uwK—a) = Sr 2b) für a<14K 
und aus den Formeln $. 206. findet man 


h ene’ a 
en’a 


S(u,a) +'S(u K’—ua) = 


k enc’ a 
uU — arc lang Tanz MU Sucu 
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Die Formel (2.) $. 252. verwandelt sich zunächst in S(2v,2b) = 


— C(ua+:K)— C(u,a), undda C(wa+iK) = u u+'C(u, K'—a) 
ist, so folgt 

DE 4 Clu,a)—'C(u, K—a) = S(2v, 2b) 

sne’ @' , r ki Kitten 


und aus den Formeln $. 206. findet man 





® e/a 
Cu K—a)—C(ua) = (k” sn’a sne’a)u— arc tang ger? sn u sc u) 
y /D 
Die Formel (3.) $. 252. giebt zunächst D(?v, 25) + ET b 


— D(ua)+Dwa-+tiK), und d DwatiK) = 'D(u,K'—a) ist, SO 
erhält man 


3. Diua)+'Diu,K—a) = HP 9,4 D(e2v,2b), 


enc/2b" 
und die Formeln $.206. geben 
. d 
'D(uK’—a)— D(ua) = ad 
Da L'’= (1+4).K und 2° = (1-+KAY)a ist, so it /’— 2b = 
(1+Kk)(K'—a) Setzt man also K’—a statt a in den vorigen Formeln, 
so verwandelt sich 25 in Z’—?2b5 und wir erhalten 


4. S(wK—a) — 'S(ua) = S(2v,L’—2b) und 


ken’a ken’a 
S(uK—a) + 'S(ua) = ——— .u— arctang (a sn u sne2). 


enc’ & 


kenc’a 
u — arc lang oa musncv). 


n’a@ 





Die Formel (2.) verwandelt sich in 


snc’ a j . 
5. —— - u — C(wK’— a) — 'C(ua) = S(2v,L’— 2b) und es ist 
sn’ «a 2 ‘ ‚ 
N , / N u u k en’a 
C (u,a) — C(u,K'—a) = (k"sn’asnc’a).u— are tang -snusncu). 
Vz ) / / P \cnc’a 


Die Formel (3.) verwandelt sich in 
er i ar hen 2, 7 . 

6. Diu,K-—-a)+Diuu = — a 20 + D(?2v, L’— 2b) 

kenc’a 

en’a " 


‘ 


ken’a 
und es ist ’D(uw,a)— D(u, K’— u) = u — arctang ( SNU SUC u) ; 


In diesen Formeln ist 
tn’ a 1+1/ ene’a 
v—= )snas QV= —ytT 
sn2vo = (1+Kk)snusneuv und tn’ ?2d= (1+%). Fer Ama ae 
Man darf auch nach $. 83. in den Formeln (1—3.) $. 252. A mit 
k' und A’ mit k vertauschen, wenn man v® statt uw, also D statt a, und 4% 


statt v, also 4a statt 5 setzt. Hierdurch verwandeln sich jene F'ormelu in 
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S(ua)=&(v,b)— © (w,L’—b), &(u,a) = &(v,L’—b) —C'‘(v,5) und 
D (ua) — — — = Dn,b)— D’w,L—)). 


sn’asnca 





Setzt man in diesen Formeln noch v2 statt v und wi statt x, so giebt die erste 

7. S(wb)— 'S(w,L’—b) = 'S(ua) fü db<ıaL, 
und die Formeln $. 206. geben für die Summe: 
'S(v,db)+'S(v, L’—b) = arctang (1 sub snc’2. 2) — (X sn’d soc‘b).v. 
Die zweite Gleichung giebt 

8. Cow,L’—b)— 'C(vb) = 'S(u,a), 

und die Formeln $. 206. geben 
'C(e, L’—b) + 'C(v,b) = arc tang (n“ su’d snc’b. 22) + (X sn’b snc’b)..v 
Ferner hat man 

9. 'Dew,b)— 'Dw,L'—b) = 'D(u,a az 
und die Formeln $.206. geben 

R 


Devw,b)+'Dev,L—JI) = —— -F arc lang (N sn‘ snc’d. me) . 


sn’ bsnec’ 5 dnv 





Vertauschen wir auch in den Formeln (4., 5., 6.) $. 252. A mit A‘ 
und A’ mit k, indem wir v statt uw, d statt a, 4u statt v und 4a statt b 
setzen, so verwandeln sie sich zunächst in 
"5 (v, L’—b) — '&‘v, b) e’(wK—a), 
4 , u’ —b) — 'C (ev, b) 'S’(u,K'—.a) und 
DD ( / ,L'’—b) Re Dev, b) 454 (u, K’—.a). 
Setzen wir nun en vi statt vo und 2 statt u, so erhalten wir 


10. S(w,L’—-b) — S(wb) = S(wK—a) fü dD<ıL, 


und den Formeln 8.206. gemäfs ist 


« 


Sow,L—-b+ Sb = 


v 
sn’ b snc’b 








1 tn s 


—- arc lange ( I r 
5 \sn’b snc’d " duv 


Ferner ist 
11. Co, L’—b) — C(v,b) = C(u, K—a), 
und den Formeln $. 206. gemäfs ist 


C(v, L’—b) + C(wb) = — (X sn‘b snc‘b).v + arctang tn 2). 


sn’5 sne’5 "dnv 


Endlich ist noch 
12. Di, Le D) De, ))= C(u, K'—a), 
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und den F'ormeln $. 206. gemäfs ist 
D(v, L’—b)+D(v,b) = (N”sn’bsnc’b).v + arc ang (_.—) F bs . ) ’ 


dn v 
Den Zusammenhang zwischen den Argumenten % und ve und ihren 
Modular-Functionen, ferner zwischen den Moduln und den ihnen zugehö- 
rigen Modular-Quadranten drücken die Formeln $. 51 — 54. aus; der Zu- 


sammenhang zwischen « und 5 aber ist so beschaffen, dafs man nur «ai stati 
u und bi statt vo zu setzen hat. Hiernach ist also in(a?) = (1X) be 
k’ „/i—dn (at) 
kr iH-da (ai) 
1— sno’a 
1+snc’a@' 

Die Formeln (1— 12.) finden vielfache Anwendung in der Geo- 
metrie und Mechanik. Setzt man in den Formeln (10— 12.) noch a; statt 
a und bi statt 5b, so erhält man entsprechende Relationen unter den Mo- 
dular-Integralen der zweiten und vierten Classe, die wir aber der Kürze 


wegen übergehen. 





oder sn’a= (1-+-X)sn’d snc’b und rückwärts sn (bi) = ver 


4 ai / 
oder tn’db= en en oder auch vyA.tn db = 





(Die Fortsetzung folgt. ) 
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15. 


Ueber die Integration eines merkwürdigen Systems 
Differentialgleichungen. 


(Von dem Herrn Prof. Rickelot zu Königsberg in Pr.) 





Bekanntlich hat zuerst Lagrange die vollständige algebraische Integral- 
gleichung, welche der Differentialgleichung 

oy da 2 dx 
yvA+By+Cy:+Dy®:+Eyt) © v(A+Bxr+Cx?+Dx’+ Ext) 
Genüge leistet und die von Euler auf einem indirecten Wege gefunden war, 
vermittelst einer eigenthümlichen Methode direct abgeleitet und im 11. Ca- 
pitel der Theorie der Functionen auseinandergesetzt. Es ist mir gelun- 
gen, diese schöne Integrationsmethode in der Art zu erweitern, dafs ich 
dadurch ein System von Differentialgleichungen auf ähnliche Weise integrire. 
Dieses System gehört zu denjenigen, deren vollständige algebraische Integral- 
gleichungen, wie Hr. Prof. Jacobi, im Iten Bande dieses Journals S. 402, 
zuerst bemerkt hat, in dem Adelschen Theoreme enthalten sind, während 
ihre Integralgleichungen in transcendenter Gestalt sich aus der Form der 
Differentialgleichungen, in denen die Variabeln separirt sind, von selbst er- 
geben. Ja, man kann das von Abel befolgte Verfahren als eine indirecte 
Integration des Systems Differentialgleichungen ansehen. 


1. 








Demungeachtet wird die directe Integrationsmethode, welche ich hier 
mittheile, nicht uninteressant sein, und ich werde, um die Analogie mit der 
Lagrangeschen deutlich hervortreten zu lassen, letztere dem Wesentlichen 
nach zuerst darstellen. 


ur 
Ich setze der Kürze wegen 
A+Bx:+C2+Dxr+Exr = fe, 
so dafs die Gleichung (1.) in folgende übergeht: 
oY dx 


e. nr Me 





5 

+ 

4 

v% 

ER 
er; 
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Man kann nun y und x als solche Functionen von Z beirachten, welche 
durch die Gleichungen 
0) Ox 


. FeviM mv 


bestimmt werden; denn durch diese Annahme geschieht der Gleichung (2.) 
Genüge. Führt man nun aufserdem die Variabeln p und g ein, und zwar 
durch die Gleichungen 


4. ytre=P» y-Tt=9 
op edq 


so ergeben sich sogleich aus (3. und 4.) die Ausdrücke für ;,, 7 und 


o?p 
ot: 


wie folgt: 
6) 
. Fermtırte), =vVYMmM-vIe, 
F=ifytırfn. 
Lagrange setzt hieraus die Gleichung 


N? oq 0 i j : 
6. en FI HD -D—(r—f%) 
zusammen, und zeigt durch Ausführung der Rechnung, dafs der rechte Theil 
derselben durch g° ohne Rest theilbar ist. Man sieht dies leicht ohne Rech- 
nung auf folgende Weise ein. Setze ich nämlich 
Fa,y) = 4y-fytf fr); 
so erhalte ich 
Fy=ıy—-a)f'y-ify-fe), Fyr=ıy-Ddf"y; 
welche drei Ausdrücke für y= x verschwinden, und daher zeigen, dafs 
F(z,y) durch (y— x)’ oder g° theilbar is. Da nun F(z,y) =—Fy, x) 
ist und den 4ten Grad in Bezug auf keine der beiden Variabeln überschrei- 
tet, so erhält man durch Vergleichung der Coäfficienten der beiden höch- 
sten Potenzen von y, 
F(a,y) = (y—®’iE@+y)+t3D), 
und durch Substitution in die Formel (6.): 
0° oq & | 
raukrähr, = YiEp+3D). 
Hieraus ergiebt sich sofort folgende Gleichung: 
op oPp\ OP. 
(5%) nr 


q q? 


Q 





| —= 2Epop-+Döop, 


45 * 
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welche, auf beiden Seiten integrirt, auf folgende Gleichung führt: 


en 
| = \- 2,2» = Üonstans. 


Substituirt man nun endlich in dieser Gleichung die Formelu (4. und 5.), 
so erhält man folgende vollständige Integralgleichung der Differential- 
gleichung (2.): 


8, er Intrigen Lie E(z+y}’—D(e +y) ae Osasise, 








y—# 
$. 2. 
Ich werde rl das Zn der beiden BU Pr 
9, 0, xoxX 202 0 


wartete" warnt” 
betrachten, worin der Kürze wegen gesetzt ist: 

10. fe= A+Bo+Cr+Dre°+Exe+Fe+6R. 
Man kann die drei Variabeln x, y, z als Functionen einer vierten ? an- 


sehen, welche durch die Gleichungen 


1. &=y-a)yifa), 2 = @-avly), = (@—y)v(fa) 


bestimmt wird, weil dadurch den beiden gegebenen Gleichungen Genüge 
geschieht. Führt man nun aufserdem die Gröfsen 


12. e=y—z, vv 3—7T, e=1—y, p=xc+y+r2z 
ein, so erhält man folgende Formeln: 


Eur MED, 
13. (= eylf)— Eve), 
2 = iv) um; 


5 = Evo) teVW)+tV(I2), 


= vr mer VD HRVFI-Er FUN 
iur +EVv u /r mV td HE C HUF y+eF 2, 
Erd = ver NE FI HEERV Pd EV LE) 
+EVE VL) vv (Ml. 
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Man bilde nun folgenden Ausdruck: 
0?»  Olk.v.L) Op 
2 SE 7 ee Tele 7%, 
und führe der Analogie wegen g = £.v.l ein, so erhält man, mit Benutzung 
der Gleichung (12.), nach leichten Reductionen, die Gleichung 








0? oq öp 

15. 957 —5-.% 

= 14 -2)®—-)e—-YlY-2fFer@— 2 fyre—yf2l 
+Y-IRL-Y2)fE + ER +e-N’AR-T—Y)R- 

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine sogenannte alternirende Func- 

tion der Variabeln z, y, z, welche in Bezug auf keine derselben den 7ten 

Grad übersteigt. Vertauscht man nämlich z.B. x und y, so geht der Aus- 

druck in einen andern über, welcher ihm sonst gleich, aber entgegengesetzt 

ist. Ich schliefse hieraus, dafs derselbe durch eine ungerade Potenz des 


Products 





Y—2)2—2)(2—y) 
(heilbar ist. Wenn man ihn nun nach x partiell differentürt und diejeni- 
sen Glieder des Differentials weglälst, welche in (@—y) multiplieirt sind, 
so erhält man 
IE) [LEE FY--Dfel +2 ve 3-2) fy 

— (s—-&)'fy. 

Diese Glieder verschwinden für = y, und daher ist die rechte Seite der 
Gleichung (15.), weil ihr partielles Differential nach x, den Factor (@e—y) 
besitzt, durch («—y)? theilbar. Man schliefst hieraus sehr leicht, dafs die 
ungerade Potenz des Products 

Y-2J@—-2)e@—y), 
welche in dem erwähnten Ausdrucke aufgeht, die dritte ist, und dafs der- 
selbe die Form annimmt: 

y—2’@— 2a —y(Mae+yt2)+N). 

Für die Coefficienten M und N findet man endlich durch Vergleichung 
der Glieder von den beiden höchsten Dimensionen in Bezug auf eine der 
Variabeln, z.B. x, mit Hinzuziehung von (10.): 

M=-6G, N= ıLF. 
Aus der Gleichung (15.) geht hienach folgende, mit der Gleichung (7.) ganz 
analoge Differentialgleichung hervor: 
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B ar ee .dq 


— | — 26Gpöp-+Fop, 


welche, auf beiden Seiten integrirt, zu folgender Gleichung führt: 


(27) 
1 
un a —Fp = Constans. 
Man substituire hierin nun die Werthe für p, 9, 4 
Gleichungen (12. und 14.) ergeben, so gelangt man zur folgenden „voll- 


” .,. algebraischen an en: der a ee 


ot 





q? 


welche sich aus den 


a 2023 


tn tnte rare 
1 Buer Pr 

17. „(2 2) V( HZ Eu 14 2, yo — F(x+y+3) 

— G(2-+y+2)? = Const.” 


Hieraus geht auch sogleich von selbst hervor, dafs die Function 


(—)yY(fa) + z—r +(a—r)V(fz)\? 9 2 
U ENFETIERN Flat +9) Glaty+2) 
eine Lösung der den beiden gegebenen gewöhnlichen Differentialgleichun- 


gen entsprechenden partiellen 


18. vv) + er) +e-NV IE) = 0 


=(, = 0: 








ist. 
S. 8. 
Die Differentialgleichung (2.) geht durch die Substitution von 
ul 
in folgende über: 
oYyı_ _ _I8ı 


v(Fy,)  ViEx)’ 
wenn Fr = Ax+Bx’+Cxr’+Dxz+E gesetzt wird. Die Integral- 
gleichung der letztern ist nun nach der Gleichung (8.), wenn man nur 
dort statt y, 2, f5 Yo Tu, F einführt: 


ErIHHFEN_ Ay + Blyıtaı) = Const 





Yııı, 
Man kann daher schliefsen, dafs die hieraus durch die umgekehrte Substitution 
1 1 
7 = :’ Yu. y’ 

















er NR 





a 
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hervorgehende endliche Gleichung: 
z2v/(fy)+r?V(fe)? 1 1\? re De. 
1. ven —4(+7,) —B(,+,,) = Const. 
der Differentialgleichung (2.) Genüge leiste. Ganz auf dieselbe Weise 
kehren durch die Substitution von 





x = 1 2 — 1 zes 4 
u if 2 ea, 
die Differentialgleichungen (9.) in dieselbe Form zurück, nämlich in: 
BEP, Fa0r) 3,00 „n 
RE TUETMz) — 


Or, or, DE Ni :i 
CE BETT FTIR ER Ya 
wo Fz = Ar+Be+C:"+Dxe+Ex+Fx+G gesetzt ist, und 
es ergiebt sich daher eben so die Gleichung 
1y?2?(y—23)V(fr) +3? 27 (2 a) Hr Ye Y) Li 
2y2(y—2)(3— 2) (ey) 





20. 


1 1 1 l 1 1\? 
—B( + Fi 415 + ah; =) = Const, 

als eine Integralgleichung der Differentialgleichungen (9.), oder, wenn » statt 
Const. gesetzt wird, als eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (18.). 

Es findet jedoch zwischen den hier auf dieselbe Weise gefundenen 
neuen Integralgleichungen (19.) und (20.) ein grofser Unterschied in Bezug 
auf ihre Natur statt. Denn die erstere mufs, weil eine Differentialgleichung 
erster Ordnung zwischen zwei Variabeln nur eine vollständige Integral- 
gleichung hat, von welcher alle in anderer Form erscheinenden abhängig 
sind, die Eigenschaft besitzen, dafs ihr linker Theil eine Function des lin- 
ken Theils der Gleichung (8.) ist. Dies ergiebt sich auch durch eine leichte 
Rechnung. Zieht man nemlich beide Ausdrücke von einander ab, so erhält 
man die Differenz 


Ce PSFt+alt 4) +B(i 4 1) Daetv)—Ecetr). 


y—& zw? y? x y x 





welche nach der Substitution der Ausdrücke für f@ und fy identisch ver- 
schwindet und daher die Identität beider Integralgleichungen (8.) und (19.) 
darthut. Ein anderes Verhältnifs waltet zwischen den Integralgleichungen 
(17.) und (20.) ob. Ich behaupte, dafs dieselben von einander unabhängig 
sind, oder, was dasselbe ist, dafs die hieraus hervorgehenden Lösungen der 
partiellen Differentialgleichung (18.) nicht Fuunctionen einer dritten Lösung 
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sind. Man ersieht dies sehr leicht aus besonderen Fällen. Setzt man nem- 
lich @=0, und 2=», so gehen die beiden Lösungen in folgende über: 


E+F(+Yy) 

y?Y(fz)— z? yY(fy)\? 1 1 1 1\2 

' Ne 2 —B(+,)-4( +2) ’ 
von denen die erste eine Function von (s-HYy), die zweite eine Function 
von s+y und z.y ist. Es geht hieraus hervor, dafs die letztere nicht 
eine Function der ersteren sein kann, und hieraus schliefst man sogleich, 
dafs die obigen Integralgleichungen (17.) und (20.) von einander unabhän- 
gig sind. Hiernach erhält man folgendes Theorem. 


und 





„Das System der beiden Differentialgleichungen 
oy 


0x AR 
ati tv % 

wor |, yoy 1 203 _ 

"ft vntvgea 
„wird vollständig integrirt durch das System der beiden algebraischen 
„Gleichungen 


(y—2) Vf) +2 —r)Vfy) + ler) Vf)? * kmh 
ee | -Fetyta)— lehrte) = 6, 


PIE RrR-I/FN Herr (ey) er 
6 zy3(y—2)3—2)(@—y) 
2 

-B(+-+2)-4(4+2 44)" = 6, 

„wenn der Kürze wegen 
„fe = A+Bz+C2’+Dxe+Ex+Fx+@Ga° 

„gesetzt wird, wo A, B, C etc. constante Gröfsen sind. Oder, die allge- 
„meine Auflösung der linearen partiellen Differentialgleichung 


ö ö ö 
H-V)re- Dr mE) +e-Nvra(z) = 0 
„ist eine willkürliche Function zwischen den beiden Ausdrücken 


v—2)Yfr) HER) N) HR NV? _ Ku 2 
„2 a ae ae | —Featy+2)—@(a+y+2) 

















und Ir 32 (y—2)Y(fa)+3?0? (z—a)VY(fy)+r?y?(e—y) LE 


xy2(y—2)(<—&)(2—y) ; 


-B(+,+,)-46 ++)" 
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‚ S. 4. 
\ Die in $. 2. dargestellte Methode, eine Integralgleichung eines Sy- 
stems Differentialgleichungen aufzufinden, läfst sich eben so bei folgendem 
allgemeinen Systeme benutzen und ohne grofse Rechnung durchführen. Ich 
meine die Differentialgleichungen 
ME 0X, = 

taten 
x2,0X, a LnOLn 
1. (le) "la, Re Friten 





— VD, 


er wen! 
an x (EZ x" En 


tat ten 
worin der Kürze wegen geseizt ist: 


A+Ar+AT°+... Aur” = fe. 
Ich werde jedoch statt dessen eine etwas einfachere Art der Integration 
für diesen allgemeinen Fall vortragen, bei welcher die Analogie mit der 
Lagrangeschen nicht so deutlich hervortreten wird. Führt man die Fune- 
tion Fx durch die Gleichung 








Fr = («—2)(2—2) ... (2 —r,) 
ein, so geht das vorliegende System Gleichungen in folgendes über: 


vf&,). vf&:), ‚Vifx.) 
Pr : vr. PR Fr,’ 





0:09:09, = 


welches, in das obige substituirt, bekannte identische Gleichungen hervor- 
ruf. Man kann jetzt wieder &,, &,, .... x, als F'unctionen einer Varia- 
beln # ansehn, welche die Gleichungen 


or, v(fx,) 0%, _ v(fx;) O&n __ Vf x) 


ss ; Seren u ee Er vn 


erfüllen. Differentiirt man diese Gleichungen nach ? und benutzt sie wie- 
der in den Ausdrücken des Differentials, so erhält man folgende: 











Fi 
0 ’x ,T2 x, 1x 


Ari u Fe F'x, F'x, "x, x, F'x, F'x, "xx, + .... 
+ fs, f &n) 1 
.. . F'x, I’, "x, wo cn $) 
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ie - 
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i 
A 
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[ GER af) 1 „Vlmf 
0x, ”2.)° ga,7/2, =. fz,) 1 
=4 + Fx,Fx, ET Fx,Fax,'x,—ı;, + 


ig Miles fx.) 1 


Re F' x, "2, — In ı 











rn Pal, /lafe) 4 la) 4 
© \ % Fx.Fx, 'n—x, ” F=„ Fa, mn —x, 1 Jrdd, 


+ ler Fon-ı) 1 


F' x, F'’ x,.-ı " on — In 2 








Addirt man dieselben und setzt der Kürze wegen’ 


23. p= nn tn...:.+x,, 
so erhält man, da die übrigen Glieder sich zu je zweien aufheben: 


33 [ Pe Pe) a [? Or ), 
PL\ '. )? ( "As 2 ( ’&n)? 
4. 2a +[ I )+...+l ug | 














eben so wie aus nn 


25. 52 — Ye le)... +. 





Ich zerlege jetzt den Bruch Ei in Partialbrüche und erhalte nach be- 
kannten Formeln: 


f=, In 1 
(F'x,)? a )? t...+ F'x.  (zx—x,)? 








fx 


Fa An = fx fx 
(Fx)? er FE For ER WE RT 
(F’x,)? 1 (F'xn)? 1 
+ dx, a x Ba On 


x — u 77 








Nimmt man in dieser identischen Gleichung auf beiden Seiten den Coeffi- 
cienten von — in der Entwicklung nach fallenden Potenzen von x, oder, 
was dasselbe ist, das Residu, so erhält man die F'ormel 


fx, „_l%: \ P ke 
UFER Ka ’ ++... + 7: 


1 0%; 














Hienach giebt die F'ormel (24.), mit $p multiplicirt, die Gleichung 
d 
Ayn-ı °op+ 2 4, pop a 25(2? 2). 3,» 


welche die Integration zuläfst und auf die Gleichung 
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An-ıP + A.p = (2?) ’ 
oder nach Substitution der Formeln (23.) und (25.) auf folgende eine der 
vollständigen Integralgleichungen des Systems (21.) führt: 


26. en + ee, + la}! 





— A, (a +2: ...+%,) A Pr +27,.....+32,” = UConst. 
Setzt man statt Const., v, so erhält man hiedurch zugleich eine Lösung 


der partiellen Differentialgleichung 
vfa)fOv\ _ 
2 Re F'x, (=) — 0. 


Vf.) en 
8. F' x, + (z 

Man überzeugt sich leicht, dafs A Resultat mit den frühern überein- 

stimmt, in welchen na=?2 und n=3 war, und dafs auch die Gleichung 


28. NEN + /l2),,,, 2m) 


Px, ' Fa, a®!F'x, 
1 1 t 1 1\2 . 
ERTL. vlabn ih het.) = Üonst. 
eine Integralgleichung des Systems (21.) ist. 











0%, 


2 2 2 
ur E 2 EEE 7 


$. 5. 


Es wird nicht überflüssig sein, zu zeigen, wie man aus dem Adel- 
schen Theorem dieselbe Integralgleichung (26.) ableiten. kann, welche im 
Vorigen durch directe Integration gefunden ist. Ich seize zu dem Kunde 
nach der oben angeführten Abhandlung des Herrn Prof. Jacobi voraus, 
dafs durch das genannte Theorem das System Differentialgleichungen (20.) 
vollständig algebraisch iutegrirt wird, und will daher von folgendem leicht 
zu erweisenden Satze ausgehen. 


„Wenn die Wurzeln der Gleichung 
29. (v+4ac°-+..—a0)—b(A+Ar....+ Ar”) = 0 


„durch &,, &,, 2... Zus Mı; My, «+... m, bezeichnet und die Coefficienten 
Guy Gy»... 4, d durch die a -+1 ersten dieser Wurzeln bestimmt werden, 
„so sind die a—1 Bedingungsgleichungen, welche sich dafür ergeben, dafs 
„auch die a—1 letzten Gröfsen m,, mM;, .... m, Wurzeln dieser Gleichung 
„seien, die a—1 vollständigen, mit den n—?2 willkürlichen Constanten 
3M;, M3, +... M,„ behafteten algebraischen Integralgleichungen des Systems 


„Differentialgleichungen 
46 * 
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{ OX, OXn je 
Are UfR77 TS Auen 377 2 


2,ör, | der En 00 
(vd) T ar) nrs Frltan 














30. 
ie? Ri —) a) Eu —) 
Da, „ 8, DM, OLn 
Taten teten 
„worn fe= A, = A,2+ .... Au.2" gesetzt ist.” 


Man sieht hieraus, dafs es auf die Elimination der Gröfsen @,, 4; -».- 
a,, 5 aus den Gleichungen 


tra0 .. +7 =by(fa); 
21. +40... +0,20) =by(fa.), 
4, 4, X, P3r* +a,r" == by(fx.); 
a,+ am +....a,m' = by(fm,), 
.s a,+am, + .... a,m“ = by (fm), 


a,ta m, + ....a,m" = by (fm,) 
ankommt. Zu bemerken ist, dafs die n Wurzelzeichen in (31.) und das 
erste in (32.) willkürlich angenommen werden können, die übrigen aber 
dadurch bedingt sind. Die nach der Elimination übrig bleibenden n— 1 
Gleichungen sind die gesuchten Integralgleichungen. Ich werde jetzt, um 
gerade zu der oben gefundenen Integralgleichung zu gelangen, diese Elimi- 
nation folgendermaalsen anstellen. 
ich multiplicire die Gleichungen (31.) respective mit den F'actoren 
1 1 1 1 1 1 Z 
Fx, x—r,’ Fasc-n’) Wi te Ph ca’ 
worun fr = (2 —2)(2 — 2,)...(2—xr,) gesetzt ist, und addire die sämmt- 
lichen Producte, so erhalte ich, nach leichten Reductionen, 


| a,+a, x +:...+ an” 
34. Fr 











.. . . 
Fix, K— En 


Nimmt man in ha on he - bölden Seiten den Coöffieienten von —t 
KL 


in der Entwickelung nach fallenden Potenzen von 2, so erhält man die 
Gleichung 


a NE 
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ar +7 en 4 a N, 2 





35. | un +40 +2%+ ...2,) = Zune 
und eben so, wenn man 
ın = (m—m,)(m—m,) .... (m — m,) 
setzt, aus den letzten Gleichungen (32.) folgende: 


3. a. te m+m+.. er. ‚ır’ Yf) N. 


Anderseits folgt aber aus den Gleichungen (31.) und (32.), das 7 
Gleichung | 
37. “tar t+..,2 1”? —b(A+ALC-H.. +4,20” = 0 
die Wurzeln &,, &35 or... Xu, My M., »... m, hat; wie auch aus dem vo- 
rigen Satze sich von selbst ergiebt, und man hat daher die Gleichung 
2a,,0,— WA, = PA„- a) + +..2,+m+m + ....n.); 
aus welcher sogleich nachstehende folgt: 
24,4, +0 (9 +9... +0, +m tm + ....m,) 
= [A,, + Ana +2... +, tm +m, + ....m,). 
Erhebt man jede der Gleichungen (35.) und (36.) aufs Quadrat, so giebt 
die Differeuz der Quadrate auf den linken Seiten 
[24,_.0, +. (0 ++... tm +m,+....m,)] 
xl +2... +27. — m —m;, ..—m,]- 
Man erhält hiernach, mit Hinzuziehung der Gleichung (38.), 
[An + A. (2ı +2 + ...2, +m + m, ...+m,)] 


38. 








a — Mm —M; .. BETEN) 


un li: man Zaun u der he 


er. N Aa ++ ...2,) 


ı(Fx, Fax, 
— A, +2%+ ...2,) 
einer ähnlichen Function von den Gröfsen m gleich, also constant sein 
mufs; was eben die Gleichung (26.) aussagle. Eben so leitet man die 


Gleichung (29.) ab. 


$. 6. 
Während in $.5. nicht das vollständige System von Integralgleichun- 
gen, wodurch das System Differentialgleichungen (30.) integrirt wird, sondern 
nur zwei derselben abgeleitet sind, werde ich im Folgenden die (”—1) In- 
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tegralgleichungen des vollständigen Systems mittheilen; und zwar in sol- 
cher Form, dafs in jeder derselben eine der (a—1) willkürlichen Con- 
stanten, und diese abgesondert vorkommt. Hieraus wird sich dann auch 
sogleich die allgemeinste Lösung der partiellen Differentialgleichung (28.) 
ergeben. 

Indem ich die Annahme des vorigen $. benutze, nehme ich nur noch 
an, dafs fx die Factoren («— a), (e—u,), (7—0,), .... (2—a,_,) ent- 
halte, und aufserdem, da fx vom ?nten Grade ist, noch einen Factor Iz 
vom nten Grade. Ich setze aufserdem m, = «a, und der Kürze wegen 

Fx = (2—u,) (€ — 2) (2—2,)..(2—2,, 
39. Px = («—m)(r—m;)..(2—m,), 
dr = tar... +a,2”. 
Mau erhält alsdann aus den n-+1 ersten der Gleichungen (32.) 
0. Pr= u + N, 


u 
7 Fax, c—x, Fx 'z—x, 














und hieraus 


41. di et + Li. V(fx) 


T h Fan * 

Nun giebt die Gleichung (37.), da z,, 2, »... £,5 Ay, My +... mM, ihre Wur- 

zeln sind, folgende Formel, wenn die obigen Zeichen angewendet werden: 
(Ox) — IIlx.(# — %) (2 — U)... (in) = (+) A„|Fz. Px. 


Setzt man hierin der Reihe nach e=a, z=0,....2=u,_,, so erhält 
man nach leichten Reductionen, indem man die Gleichungen (40.) und (41.) 
benutzt, folgende Formeln: 
































(a int Laer at EN. Ba ar 
ET 
Fa. . \ "a Rai # a a. erh + RE @, he p 
a.) (" (EN ENT "I =) 7 gt gi. 
Yfz,) 1 vie) 1 vf&) Av 
Fa, “den . 7 Fr on {2 Di =Pa,..- 
Fre +72) a 
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In diesen Gleichungen, welche nach dem obigen Satze die endlichen Inte- 
gralgleichungen des Systems Differentialgleichungen (31.) sind, stehen auf 
der linken Seite nur Functionen der Variabeln &,, 2;,, .... x, und der 
gegebenen Gröfsen von &, & 5 +... &-1, SO wie der Coöfficienten von fx: 
auf der rechten Seite hingegen stehen nur Functionen von &,, &, »+». &,_, 
und den Constanten m,, m;, .... m,, so dafs die n—1 willkürlichen Con- 
stanten der a—1 Integralgleichungen, in jeder eine, abgesondert erschei- 
nen. Man kann daher folgendes Theorem feststellen. 

„Wenn die ganze rationale Function vom ?Inten Grade fx, für 
„C= 0, und x = d,, verschwindet, so wird das System Differeutialgleichun- 
„gen (31.) durch das System endlicher Gleichungen integrirt, welche man 
„erhält, wenn man in der Gleichung 


Din ), 1 +" ee. 1 ei .+7 u. 1 


I’ x On — X, Oh——%g ah — In BER C 
ne h 


(H ar +. + FE) A 


„statt &,, n—1 Wurzeln äer Gleichung fx = 0 substituirt” Oder „die 
„allgemeinste Lösung der partiellen Differentialgleichung 


Lee ar anne Fer ek 


a. a, Acer, 
„ist eine willkürliche Function der n—1 Ausdrücke, welche auf der lin- 
„ken Seite jener a—1 Gleichungen stehen.” 
Der Herr Prof. Jacobi hat im 19ten Bande des gegenw. Journals 
Seite 313 angekündigt, dafs sich ihm bei einer mechanischen Aufgabe ein 
einfacher Weg dargeboten habe, von einem solchen System Differential- 
gleichungen durch Anwendung passender Multiplicatoren zu ihren algebrai- 
schen Integralgleichungen zu gelangen. Da nun meine obigen Gleichun- 
gen (42.) eine solche Form haben, dafs die a—1 willkürlichen Constanteu 
abgesondert in ihnen vorkommen, so kann man nach bekannten Regeln 
n—1 solche Multiplicatoren aus jeder ableiten, mit denen die Differential- 
gleichungen (31.) multiplieirt werden müssen, damit ihre Summe ein exactes 
Differential werde. Die Ausführung dieser Operation und die daraus sich 
ergebende vollständige directe Integration des. gegebenen. Systems (31.) 
werde ich, so wie die unzähligen Folgerungen aus dieser Darstellung des 
Abelschen Theorems, hier nicht mehr mittheilen; statt dessen aber einen 
besondern Fall noch hervorheben, in welchem diese Formeln sich sehr ver- 
einfachen. Ich meine den Fall, wenn A,, =0 ist. Die daraus entstehende 
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k'orım der Function fx umfafst diejenige, auf welche ich im 12ien Bande 
des gegenw. Journals, Seite 210 dieselbe redueirt habe, sobald sie in lauter 
reelle F'actoren vom ersten Grade zerlegt werden kann. Man kann stets, 
sobald die Function fx zwei reelle Factoren vom ‚ersten Grade enthält, die 
Untersuchung auf ‚den Kall reduciren, dafs fx von, einem ungeraden Grade 


ist. Dieser Grad ist auch, nach einer mir jetzt vom Herrn Professor Jacobi 


gemachten Mittheilung, gerade der aus seinen Betrachtungen sich ergebende. 
Nehme ich noch dazu m, == © an, so erhalte ich folgende Gleichung 
für das Abelsche Theorem an Stelle der Gleichung .(37.): 

3 vr te can’ EA +AcH+...+ A, ae) = 
Setze ich jetzt 


\ Fx = (— 2) (8 — 82)... (0 2,); 
BB = (0—ım,) (e —M;) .... (2 —M,), 
30x = ,+4x-+ ...4_,x2"", 


wo Xıs X), .... Lu) IM; , ...p IN, die I2n—1 Wurzeln der Gleichung (43.) 
sind, so erhalte ich 


5 Pe =Fxr kiren, UNE. Fra u vie), ef ya +. fee) od 








Fz, 2—ı, %, °0—%, A 
Wenn nun (46.) fe = A, +A, 2 +... +Anı2”"" für =, =, .. 
.. 2 = d,_, verschwindet, so kann man wieder aus der: Gleichung (43.) 
folgende identische Gleichung ableiten: 
(Dr) — (2 — 0) (8 — U)... (27 — a.) I1xr = — A. (Fx)Px. 
Seizt man hierin statt x der Reihe nach die Gröfsen &, &5 »-.. &,_1, SO 


erhält man, mit Hinzuziehung der Gleichung (45.), folgende sehr elegante 
Formeln: 


Full. u fe, A ur we, 











Fax, a —xı, Fx, 'a, —x, &, — In 
—= — A.-ı Pa, 
VfR) __4 Y(fsx.) 1 fx.) 1 
Fo, Fa, a,— x, ur Fax, a,—x, meet Fan at 


= An-ı Pa, 


FE 4._ı m f2) 1 + NER) zB u ae na iü Hl), 4 ai’ 





F'x,.. On Xi F'x, u 177 In * nam] = En 





= — Ai Po. 
welche ich als die Fundamental- Formeln in der Theorie der Addition der 
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Any a use "a eh 
a 2 


Abelschen Transcendenten stets bisher in meinen Untersuchungen be- 
nutzt habe. 
Zugleich ergiebt sich hieraus endlich folgendes Theorem. 
„Wenn die ganze rationale Function fx von dem Grade ?n— 1, 
„für = a, verschwindet, so wird das System Differentialgleichungen 
dx, 0x, On 
et re 9 
2,0%, |, 200, KnOXn __ 
le) Tut t an g; 
m, PR m 29x, td, 
te tr Ve) 
„vollständig integrirt durch das System endlicher Gleichungen, welche man 
„aus der Zr. 


"—%, "R—%, "R—&n 





= 0, 











„erhält, wenn man statt «;, a Wurzeln der Zn fx = 0, setzt, 
„durch Fx den Ausdruck 
(2—2) (2—%) .... (2X—x,) 
„und durch €, die willkürliche Constante bezeichnet.” 
Königsberg am 23sten April 1842. 





Crelle’s Journal d. M. Bd. XXIII. Hit. 4. 
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16. 


Elementarer Beweis eines F'undamentalsatzes aus 
der Theorie der Gleichungen. 


(Von dem Herrn Dr. Stern in Göttingen.) 





Der folgende Beweis des Satzes, dafs jede ganze rationale algebraische 
Function einer Veränderlichen sich in reelle Factoren vom ersten und zwei- 
ten Grade zerlegen läfst, beruht auf demselben Grundgedanken, wie der 
bekannte Beweis, den Cauchy in seinem cours d’analyse vorgetragen hat; 
er scheint mir aber einfacher zu sein und sich besonders zur Aufnahme in 
die Elemente der Algebra zu eignen. 

Sei die Gleichung 

Fe = #+Ac+...=0 

gegeben. Setzt man für x irgend einen Werth y+-gyY—1, wo p und g 
endliche reelle Werthe sind, so geht Fx in P+QOy-—1 über. Unter den 
verschiedenen Werthen die P und Q erhalten, je nachdem p und g andere 
Wertlie annehmen, wird es ein Paar zusammengehörender Werthe von P 
und Q geben, für welche der Modulus P?-+ 0? ein Minimum wird. Es 
soll nun bewiesen werden, dafs in diesem Falle nothwendig P und Q beide 
Null sind. 

Sei p+gy—1 der Werth von x, für welchen P?+0? ein Mi- 
nimum wird, und sei nicht zu gleicher Zeit P=0 und Q=0. Man kann 
zu mehrerer Einfachheit annehmen, dafs Q positiv ist, da man im entge- 
gengesetzten Falle nur —g statt g zu setzen braucht. Man setze nun 
p+tm statt p und g-+n statt g, so erhält man, wenn man nach Potenzen 
von m-+ny—1 ordnet, 

F(p+gv—i+m+nyY—i) = 
P+OY-1+m4nY-1(P+Q VD) +@mtny-1 PO" V-D-+t..., 
wo r=1 oder >1 ist und P‘, 0‘, P', Q', .... reelle Gröfsen sind, 
die nicht von m und » abhängen. Nun kann man m und n so klein an- 


nehmen, dafs die Glieder, welche mit höheren Potenzen von m -ny —1 
multiplicirt sind, gegen das erste, welches die r‘“ Potenz enthält, sehr un- 
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bedeutend werden. Oder mit andern Worten, wenn man m+ny—1 


z («+ ßy—1) setzt, wo a und ß noch unbestimmte Zahlen sind, und die 
Summe der Glieder 
(mt (Pr + O0 Y—D+m+ny—ıyR(Ppr + 0 y—)..., 
durch a+dy —1 bezeichnet, wodurch man 
Fp+gV-1-+m+ny—1) = P+aP—B0+a+(Q+00'+LP-+b)Y-1 
erhält, so kann man immer « und ß so klein annehmen, dafs die Werthe von a 
und 5 auf das Zeichen der Ausdrücke «„P'—-PQ'+a, «O'+PBP'+b kei- 
nen Einflufs haben, diese Ausdrücke mithin positiv oder negativ werden, je 
nachdem «P'— PQ’ und «O’-F RP positiv oder negativ sind. Zugleich kön- 
nen & und ß so klein angenommen werden, dafs das Zeichen von P+«aP’—ßQ' 
mit dem Zeichen von P, das Zeichen von Q+«Q’+PBP' mit dem Zeichen 
von Q übereinstimmt. Setzt man nun P+uP’—PQ’+a=R, O+4«0'+BP +5 
—=S, so ist leicht zu zeigen, dafs, sobald P und @ nicht Null sind, die 
Werthe von & und ß so gewählt werden können, dafs R<P, S<O, 
mithin der Modulus #°-+ S” kleiner als der Modulus P? ++ ©? ist; gegen die 
Voraussetzung. Denn man gebe « das entgegengesetzte Zeichen von (‘ 
und ß das entgegengesetzte Zeichen von P', so ist «Q@’+PP’ negativ, 
also S<Q. Setzt man nun ferner, je nachdem P positiv oder negativ 
ist, die Zahlenwerthe von « und ß so, dafs der Werth von « P’—ß0' ne- 
gativ oder positiv wird *), so ist auch P+ «aP'— BQ’<P und mithin R<P. 
Im Vorhergehenden wurde vorausgesetzt, dafs P und Q beide nicht 

Null werden. Der Beweis bliebe derselbe, wenn man annehmen wollte, 
dafs nur eine dieser Gröfsen, z.B. P, Null würde. Denn in diesem Falle 
hätte man R=aP'—PBO0’+a, S=0+a0'+PBP'+D. 

Dafs aber der Modulus [«P’—- BO’ Hu + Y9 +0 +PBP'+5Y 
kleiner als 9° ist, erhellt daraus, dafs in der Entwicklung dieses Ausdrucks 
0+20(@0+ßP+b)+(0+BP'+b?+(@P—BOQ'+a) 
das Glied 20(«aQ’+PßP’+b) negativ wird und sein Zahlenwerth, nach dem 
Vorhergehenden, den Werth der folgenden Glieder übertrifft. (Oct. 1841.) 





%) Der Ausdruck « P'— #0’ enthält nemlich immer ein positives und ein nega- 
tives Glied. Denn haben P’ und 0’ gleiche, also « und f die entgegengesetzten 
Zeichen, so ist — 0’ positiv und «P‘ negativ. Haben P’ und 0’ entgegengesetzte 
Zeichen, so hat & gleiches Zeichen mit P’ und # gleiches Zeichen mit 0’, also ist 
@P* positiv und — 0’ negativ. Man hat daher « und f nur so zu nehmen, dals 
nach Umständen das positive oder das negative Glied den gröfsten Zahlenwerth hat. 
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1%. 


Note sur une propriete des &equations differentielles 
lıneaires & deux variables. 
(Par Mr. €. Ramus de Copenhague.) 





Liequation differentielle lineaire a deux variables z et y, 


dr? 
1. L+ PITI+P, Te +Pıy= 0 


etant proposee il s’agit d’en trouver une integrale premiere. On l’obtient 
en ecrivant 


2. +9 Et RI + 9ıy = S004:; 


car en differentiant celle-ci, on retrouve l’equation (1 " pourvu que ®, ®,, 
D,, »... ®,_, soient soumises aux conditions suivantes 


o +9, = ıd, Di +Pp. = »D, BR+9d = ‚D, 
PD, + P.-ı — . D, D,-ı = P, D, 





dx 


partant 


f D, PO — PD, 
®, P.P— 22 +0", 


= Por + Tarp, 


\ 


| 








3. 3 d.P,.- 0. Pu 
D.-ı P,-P nz un + an 
ern. at He, 


.. d.P.-ı9 d?.P. n—2 Pa-3p 
PP = dx da + FrQ A 


OR. 


( 




















\ 


Cette derniere @quation, qui sert & faire trouver > est lineaire de l’ordre r 
et de la forme 


l!z dr-!z dn22 
4. Ta tPıgsatPasa tr = 0, 





Pe r .. 
RR Do 
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mais avec des coefliciens differents de P,, P,, .... P,, qui se trouvent 
dans (1.), savoir 



































d” dr | d’? d"-3 
. ham + Pla Pe 
n—1 dP, n—?2 dP, 
u Sa 2 kuallr Mülher 74 
—_ n-I)n—2) d*P, 
2:8 "dx: 
N d „ } 
BR 5ER N aD 20 Tr +(—1)"P, |® 
Be z dP,-2 n—ı @P.-ı 
+(-1) Sr Fe rss 
. d’ P,„- d’P 
—_ 473 n—3 __4\n—2 ne? 
+. Fr er Te |_, 
n—1 d"-?P, "ey 
Tem ar Fo 
dp, 
dert 3 
Soient 


. Gun, Pa, Peug, .... Gm, 


des integrales particulieres satisfaisant a l’equation (5... A chacune de 
celles-ci correspond une integrale premiere de l’equation (1.), exprimee 
par (2.), Di, Dr, »... P,_ı Etant determines par les formules (3). De ces 


a 2% dy d’y "'y i 
integrales, en eliminant 7» ga» +" Ti, MM obtient l’expression ge- 


nerale de y ou lintegrale complete, stıpposant toutefois que deux quelconques 
des fonctions %,, %, «+... %, ne soient pas entre elles dans un rapport 
constant. Cette expression generale de y est Eevidemment une fonction 
symetrique de %, %, »... %,, et par la permutation des co@fficiens du 
premier membre de (2.), ®.-ı, D._2> »«:» P, on peut en tirer des expres- 


. Fo dv By eh 
sions symetriques analogues a 7» jga> **" Jam 








Si l’on peut trouver une integrale particuliere y=z de l’equation (2.), 
quel que soit ®, en sorte que 3 soit une fonction generalement exprimee 
en®, P,, P;, .... P,, 0, lequation (1.), en faisaut y=z, se transforme 
immediatement en lequation (5.). C'est ce quil est facile & verifier pour 
le cas n=2; car, en faisant 
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.  yıık errap 


eS/ Pıdx 





(SP Qdz)dz, 
l’equation 
8. IL+P ’+P,y=0 


se transforme en 


g, Ep 


d dp 
Pate -7)0= 0. 

L’equation (5.) a cette propriete remarquable, qu’etant transformee 
de la m&me maniere, dont on la derivee de (1.), elle donne une nouvelle 
transformee, qui se ramene a (4.); ce qui fournit une nouvelle demonstra- 
tion du theor&me de Lagrange. Comme corollaire on peut remarquer la 
substitution suivante, qui dans le cas nr reduit immediatement (1.) a (4.): 


I» = em UT UP Oda)de, 
v 


= e/Pı dx 





ou bien 





10. y- ef ET (felriixz Qde)de. 


Ein effet cette expression &tiant substituee dans (8.), on trouve 


d?z dz 
1. —atPı7 + P,z=0. 
.n r . a & - —-/Pıdx 
Cette derniere equation restant la m&me, si a 2 on substitue 2 /# ——dz, 


n 





ses deux integrales particulieres 
sen, u 2 
ont la propriete de se reproduire lune par l’autre comme il suit: 


e/Pı dx e/Pı dx 
&, >= 2, /- — dx, 2, 2: 2, /- n dx. 
2, 2, 
Ces deux formules satisfont evidemment & l’expression symmetrique de P,, 


2, dz d?z dz 
2) — an | nach L ‚ 
c’est-a-dire a l’equation (2 +P, T2) 2, (= P, 7. ) qu’on 


trouve en eEliminant P, des deux equations eg £3, +P.z,, = 0, 
_ +P n+tPz aD. 


Dans un seul cas la reduction de l’equation (1.) est facile et se 
presente d’elle m&me. C’est lorsque p,= 4 est une quantite constante. 











Alors on na qu’a faire y=a-+2. 
23 avrıl 1842. 























18, Luchterhand, fünf Punete auf der Kugelfläche, 


18. 


Ueber die Bedingung, dafs fünf Puncte auf der 
Oberfläche einer Kugel liegen. 


(Von dem Herr Dr. Luchterhand zu Königsberg in der Neumark.) 





Die rechtwinkligen Coordinaten der fünf gegebenen Puncte seien x,, 
Yır 215 225 Yay 225 233 Yır 235 as Yar 23 255 Yss 3 Die Gleichung der 
Kugelfläche, auf welcher diese Puncie liegen, sei 

«a +Yy— I rR— er, 
wo a, b, c, r die zu bestimmenden Gröfsen sind. Mau hat alsdanı folgende 
Bedingungsgleichungen: 


(1—a’ + — DM + (2 —o) r’, 


R-AHrNHR—e =r, 
(— a" + — + —' = r, 
Hr NH V=r, 
ad +rs—d =r. 


Da nun schon vier dieser Gleichungen zur Bestimmung der Coordinaten 
des Mittelpunctes und des Radius hinreichen, so wird die fünfte Gleichung 
zur Auffindung der Bedingung dienen, unter welcher die Kugel, die durch 
4 Puncte geht, auch den fünften enthält. Abstrahirt man vorläufig von dem 
Puncte (x;, Y;, 2) und bestimmt aus den vier ersten Bedingungsgleichun- 
gen die Coordinaten a, db, c, so findet man dafür folgende Werthe: 

ud E_ Ai... ee = en 

—5W° 2N’ 2N? 
wo M, M,, M, und N folgende Bedeutung haben: 


= (+y +3) ins) ta —2) + Ya —3)} 
+ (a +y:+2) la - 3) ty (4 — 2) ty — wi 
+@&+ty:r +2;) Iyı(2— 2) +n2—2)+yn(&4— = 
+@,+y,r%) IYı (3 —%.) +n(a—s)tYy(2—3)}; 
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M, — @It+tyı +3 


21) (x. (3—23)+ 23, —2) + (2 — 2;)} 
+(2j+y: +2) a —3) tx, —2)+ x,(33—2,)} 
+5 +13 +3) m a —2) + ns — 2) +21 —2)} 
+ (x, + = + 2.) far, (23,—2,) +2: (2, —2;) + X; (2.— 2,)} ’ 

M, = (+yi+:1) ie (y—Yı) +83 a—Y:) + 2ıly —yY;3)} 
+ +3 tr3)1m NY) + —Y) + ls —Yı)) 
+ ty ten y)tey—y)talyı—yY2)} 
+ ea + +23) -ytR hy) ts(ya—y)}; 
N=z 'y: (3—2)+y(4 —%)+Yy:(2: —2,)} 
+ x: 'yı (,3—2)+ Yy(a3—2)+tYy(3,— z)} 
+ 3%; Iyı (22—-2)+y(—23)+y(21— 2,)} 
+ x {yı (3—2)+ ya —z)+ Y(a2— zı)} 

Zur Bestimmung der Coordinaten des Mittelpunctes derjenigen Kugel 
welche durch die drei ersten und den fünften Punect geht, erhält man die 
entsprechenden Werthe aus den obigen für M, M,, M, und N eniwickel- 
ten ganz einfach dadurch, dafs man überall statt des Index 4 den Index 5 
setzt. Die daraus hervorgehenden Werihe mögen durch M’, M},, M; und 
N' bezeichnet werden. 

Sollen nun die Mittelpuncte dieser beiden Kugeln zusammenfallen, 
so hat man die Bedingungsgleichungen 

M_ MM. MM, M,_NM, 

E re AA Ar Er u 

Substifuirt man in diesen Gleichungen für M, M, u. s. w. ihre Werthe und 
macht die gehörigen Reductionen, so führen sie auf eine und dieselbe Re- 
lation zwischen den Coordinaten der fünf gegebenen Puncte, und es 
spricht dieselbe analytisch die Bedingung aus, unter welcher diese fünf 
Puncte auf derselben Kugelfläche liegen. Diese Bedingungsgleichung ist 
nun folgende: 
1 — a) ty (3 —3)+Ys(—2;)] 
+21, —3)+y,(3—2)+Yy:(2— %)] 
+ ly(3—3)+Yy:2—3)+Yy:(3— 2)] 
+ »1n 3» —3)+y(&4—2)+Y(2—2)] 
2,1143 —3) ty. 5 —%) +4 (3 —2,)] 
ru TUN +8 lys—%) 1:4 —3)+Y (2 — 2ı)] 
2,1173) +2, ly3— 3) FY(s—s) ty (4 —3)] 
+sly.—3)+1 4 —3)tYy(3—2)] 


(«&, ty, +2) 
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als —2) ty» —z) ty (2 —2)] 

a 2 . +aln(a—3)+Yy.(2 —3)+Yy(&4 —2%4)] 
tat Late) tra — a] 
+s ya» —s)tn&a—3)ty(a—3)] 


als —2) ty (3 —2)+Y5s(22— 2;)] 
+2 [ss —z) +1 (3, —3)+Y;(3 al 
+ [y (2 —3) +13 —2)+Ys(21— %)] | 
+2, [3 —3)+y(2ı—2; )+y:(»—2ı)] 


[ya —3) +12 —23)+Yy:(33;—2:)] 
+2 [y 3 — 2) ty: — 3) ty — S A 
+2 [y2,—3)+Yy: er 
+.ly, 2 —3)+1(&—23)+9Yy;:(23, —2)] 

== U, 


+@i+y!+2!) 


+@,+y,+3;) 


Dies Resultat ist nun geometrisch zu deuten. Der gefundene Ausdruck 
stellt sich als eine Summe von fünf Producten aus zwei Factoren dar: 
jeder erste F'actor ist aber augenscheinlich nichts anderes, als das Quadrat 
der Entfernung eines der fünf Puncte von dem (beliebigen) Anfangspuncte 
der Coordinaten. Die geometrische Bedeutung der fünf zweiten Factoren 
ist gleichfalls leicht zu erkennen. Abgesehen vom Zeichen, sind diese fünf 
Factoren nichts anderes, als die Ausdrücke für den sechsfachen Inhalt der 
5 dreiseitigen Pyramiden, welche von je vier der gegebenen fünf Puncte 
gebildet werden. Eine leicht anzustellende Betrachtung lehrt aber, dafs 
das Zeichen von drei dieser Factoren gleich und dem Zeichen der beiden 
andern F'actoren entgegengesetzt ist. Denkt man sich nun noch die obige 
Bedingungsgleichung durch die Zahl 6 dividirt, und erinnert sich zugleich, 
dafs der Anfangspunct der Coordinaten ganz willkürlich ist, so hat man 


folgenden Satz: 


Wenn fünf Puncte auf der Oberfläche einer Kugel gelegen sind, 
so haben die fünf Pyramiden, welche durch je vier der Puncte bestimmt 
werden, die Eigenschaft, dafs, wenn man den Inhalt jeder solcher Pyra- 
mide mit dem Quadrate der Entfernung des jedesmal übrig bleibenden 
fünften Punctes von einem beliebigen sechsten multiplicirt, die Summe von 
dreien dieser Producte gleich der Summe der beiden andern ist. 

Crelle’s Journal d.M. Bd. XXI, Bit, 4. 48 
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Anmerkung. Der enisprechende Satz für die Ebene ist fol- 
gender : 


Wenn vier Puncte in der Peripherie eines Kreises liegen, so ist 
die Summe der Producte der beiden Dreiecke, welche an der einen Dia- 
gonale biegen, jedes Dreieck multiplicirt mit dem Quadrate der Entfer- 
nung des übrig bleibenden vierten Punctes von einem beliebigen fünften 
Puncte, gleich der Summe der beiden an der andern Diagonale liegenden 


Dreiecke, jedes multiplicirt mit dem Quadrate der Entfernung des vierten 
Punctes von demselben fünften Puncte. 


Königsberg i. d. Neumark, am ?ten Februar 1841. 
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Druckfehler und Berichtigungen. 





Band 22. S. 4 Z.3 v. u. 1. 68 st. 6.8 
— 19 letzte Zeile l. a st. « 
—%0 Z. 2 last. 
— — —il least a 
— 21 — 7last.« 
— — — 4 |], Zeichenwechsel st. Zwischenwechse! 
— 22 — 9 v. u. 1. mehr st. mehre 
—40 — 5 v.u. I. Frost. fx 
— 44 —13v.o. l.<st.> 
— 52 — Iv.o. I. f"# st. fe® 
—59 — 13 v. u. 1. welches eine st. welehe seine 


Von dem Lehrsatz 2. im 4ten Hefte 18ten Bandes S.375 schreibt der Herr Ver- 
fasser desselben, der Satz sei nicht richtig ausgedrückt. Er werde später mehr über 
diesen Gegenstand mittheilen. 


Der Herr Verfasser der Abhandlung No. 9. im 3ten Heft 23sten Bandes (S. 243) 
schreibt dem Herausgeber, es komme in dieser Abhandlung ein Versehen vor: zwei 
projectivisch ähnliche Grade, welche sich decken, bildeten nie ein Involutions - System, 
und zwei gleiche Grade nur dann, wenn sie ungleich lägen; man überzeuge sich hier- 
von aus den harmonischen Eigenschaften der doppelten Puncte. Dafs der Verfasser 
dieses Versehen nicht schon früher bemerkt habe, liege darin, dafs ihm die Abschrift 
der Abhandlung verloren gegangen sei. 














Das am 26. April d. J. erfolgte Ableben des Chefs der Verlagsbuch- 
handlung dieses Journals, Herrn Buchhändler und Stadtrath @, Reimer, 
wird auf die Fortsetzung der Schrift keinen Einflufs haben. Sie wird 
fortgehen, so lange sich sonst keine Hindernisse dagegen finden. Leider 
verliert der Herausgeber an dem zu früh Verstorbenen einen aufrichti- 
gen und lang bewährten Freund! Seit vollen 40 Jahren stand er zu 
ihm in freundschaftlichem Verhältnifs und in dem eines Schriftstellers 
zum Verlagshändler. Bei weitem das Meiste von Allem, was der Heraus- 
geber durch den Druck bekannt machte, hat die Buchhandlung des Ver- 
storbenen verlegt, und nie hatte er irgend einen Anlafs zum Mifsvergnü- 
gen gegen ihn. Im Gegentheil verdankt er ihm vielfältige Gefälligkeiten 
und manche Förderung und Erleichterung seiner schriftstellerischen Be- 
strebungen. Reimer war ein sehr wackerer, ehrenhafter Mann, ein 
Mann von Wort und Treue. 
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